
まとめ 1. 単振動 (調和振動) [harmonic oscillation]

単振動：運動方程式の解が余弦 (正弦)関数で与えられる周期的な運動．

運動方程式
ẍ = −ω2

0 x

(
ẍ =

d2

dt2
x(t)

)
解

x(t) = A cos(ω0t + α) (A, αは積分定数)

• A (> 0) : 振幅
• ω0t + α : 位相 (単位 [rad] ), α : 初期位相 (t = 0での位相)

• ω0 : 角振動数 (単位 [rad] [sec]−1)

• f = ω0

2π
: 振動数 (単位 [sec]−1)

• T = 1
f

= 2π
ω0

: 周期 (単位 [sec])

• 初期位置 x(0) = x0, 初期速度 ẋ(0) = v0とすれば，

x(t) = x0 cos(ω0t) +
v0

ω0

sin(ω0t)

• ポテンシャル・エネルギー

V (x) =
1

2
mω2

0 x2 ; F (x) = −∂V (x)

∂x
= −mω2

0x

• A → λA (α → α + δ) としても同じ周期をもつ解 : 線形性 (cf. 非線形振動)

一般解は余弦解と正弦解の “線形結合”で与えられる．

x(t) = a cos(ω0t) + b sin(ω0t)

単振動の例： LC回路，単振り子の微小振動，. . .

多くの力学系において，安定な平衡点付近の微小振動のときに実現される．
連成振子系では基準振動として単振動が実現される．

LC回路の方程式：
L Q̈ = − 1

C
Q

単振り子の運動方程式：

mlθ̈ = −mg sin θ = −mg

(
θ − 1

3!
θ3 + · · ·

)
平衡点付近でのポテンシャルの振る舞い：

V ′(x0) = 0 (x = x0 : 平衡点)

V (x) = V (x0) +
1

2
V ′′(x0) (x − x0)

2 + O((x − x0)
3)



複素指数関数： z, z1, z2 ∈ Cとする．

• 定義

ez ≡
∞∑

n=0

1

n!
zn

• 積
ez1 ez2 = ez1+z2

• 微分
d

dz
ez = ez

オイラーの公式： λ = ν + iθ (ν, θ ∈ R)とすると，

eλ = eν+iθ = eν (cos θ + i sin θ)

∵ eiθ =
∞∑

n=0

1

n!
(iθ)n

=
∞∑

m=0

1

(2m)!
(iθ)2m +

∞∑
m=0

1

(2m + 1)!
(iθ)2m+1

=
∞∑

m=0

(−1)m 1

(2m)!
θ2m + i

∞∑
m=0

(−1)m 1

(2m + 1)!
θ2m+1

= cos θ + i sin θ

単振動解の複素数表示：

z(t) = c eiω0t (c ∈ Cは複素積分定数)

c = A eiαとすれば

z(t) = A ei(ω0t+α)

= A cos(ω0t + α) + i A sin(ω0t + α)
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(参考) 単振動の運動方程式の積分
運動方程式

ẍ + ω2
0 x = 0 (1)

の両辺に ẋを掛けると

ẋẍ + ω2
0 xẋ =

d

dt

{
1

2
ẋ2 +

1

2
ω2

0x
2

}
= 0. (2)

したがって，
1

2
ẋ2 +

1

2
ω2

0x
2 =一定. (3)

この一定値を E/mとおく．ここで Eは単振動子のエネルギー (保存量)を与える．この
とき，

ẋ =
dx

dt
= ±

√
2E

m
− ω2

0x
2

(
|x| ≤

√
2E

mω2
0

)
(4)

であるから，
dt = ± 1

ω0

dx√
2E

mω2
0
− x2

(5)

と書くことができる．この両辺をそれぞれ積分する．

ω0 t + α = ±
∫ x dx√

2E
mω2

0
− x2

. (6)

ここで，αは積分定数．右辺の積分において，A =
√

2E
mω2

0
として，x = A cos θによって

xから θに変数変換すれば，

±
∫ x dx√

2E
mω2

0
− x2

= ±
∫ θ (−A sin θ)dθ

|A sin θ|
= ∓θ. (7)

すなわち，
ω0t + α = ∓θ. (8)

したがって，
x(t) = A cos(ω0t + α) (9)

を得る．A, αは積分定数であり，それぞれ，振幅，初期位相に対応する．Aは単振動子
のエネルギーE(保存量)とE = (1/2)mω2

0A
2の関係にある．

また，加法定理を使って，

x(t) = A cos α cos(ω0t) − A sin α sin(ω0t), (10)

ẋ(t) = −ω0A cos α sin(ω0t) − ω0A sin α cos(ω0t). (11)

x(0) = x0, ẋ(0) = v0とすると，

x0 = +A cos α, (12)

v0 = −ω0A sin α, (13)

となる．


