
まとめ 12. 減衰振動，強制振動，共鳴

減衰振動の運動方程式：
ẍ + 2γ ẋ + ω2

0 x = 0

減衰振動の例：

• 空気抵抗のある振り子の微小振動：

ω0 =

√
g

l
, 2γ =

6πaη

m

• LCR回路
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√
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減衰振動解の振る舞い：

1. 減衰振動： γ < ω0

x(t) = e−γt

[
x0 cos(ωt) +

(v0 + γx0)

ω
sin(ωt)

] (
ω =

√
ω2

0 − γ2

)
2. 過減衰：　 γ > ω0

x(t) = e−γt

[
x0 cosh(νt) +

(v0 + γx0)

ν
sinh(νt)

] (
ν =

√
γ2 − ω2

0

)
3. 臨界減衰： γ = ω0

x(t) = e−ω0t [x0 + (v0 + ω0x0) t]

(注) 過減衰解は減衰振動解で γ → ω0の極限をとることで求めることができる．



強制振動の運動方程式 (周期的外力)：

ẍ + 2γ ẋ + ω2
0 x = f0 cos ωt

強制振動解の振る舞い：

x(t) = x0(t) + x1(t)

x0(t)：外力がないときの減衰振動解．初期条件を担う．

x1(t)：外力が作用し始めてから十分時間がたった後の解の振る舞いを与える．定常解．

x1(t) = Re

{
f0

[ω2
0 − ω2 + 2iγω]

eiωt

}
=

f0√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2
cos(ωt − φ)

[
tan φ =

2γω

(ω2
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]
=

f0(ω
2
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(ω2
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cos(ωt) +
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sin(ωt)

振幅，位相の ω依存性：

A(ω) = f0
1√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

, tan φ =
2γω

(ω2
0 − ω2)

In[49]:= PlotA8a1@xD, a2@xD, a3@xD<, 8x, 0, 2<, PlotRange Ø 80, 10<,
Ticks Ø 8 Automatic, Automatic<, AxesLabel Ø 9wê w0,
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In[50]:= p1@x_D := ArcTan@xêHH1 - x^2L* q1LD

In[51]:= q1 = 10

Out[51]= 10

In[79]:= p1b@x_D := ArcTan@xê HH1 - x^2L* q1LD + Pi

p2@x_D := ArcTan@xêHH1 - x^2L* q2LD

p2b@x_D := ArcTan@xê HH1 - x^2L* q2LD + Pi

q2 = 5

Out[82]= 5

In[84]:= p3@x_D := ArcTan@xêHH1 - x^2L* q3LD

p3b@x_D := ArcTan@xê HH1 - x^2L* q3LD + Pi

q3 = 1

Out[86]= 1

In[87]:= Plot@8p1@xD, p1b@xD, p2@xD, p2b@xD, p3@xD, p3b@xD<, 8x, 0, 2<,

PlotRange Ø 80, Pi<, Ticks Ø 8 Automatic, 80, Piê 2, Pi<<, AxesLabel Ø 8wê w0, f<D
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図 1: 振幅 A, 位相 φ
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共鳴：

• 感受率：　
χ(ω) ≡ A(ω)

f0

=
1√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

• 外力のする仕事率：

P ≡ 1

T
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r@x_D := H2 ê PiL* EllipticK@Sin@Hx* PiLê 2D^2D
Plot@r@xD, 8x, 0, 0.5<, PlotRange Ø 80.8, 1.25<,
AxesLabel Ø 8aê Pi, T êT0<, Ticks Ø 8Automatic, 80.9, 1.0, 1.1, 1.2<<D
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In[6]:= p@x_D := 1 ê H1 + q^2 *H1 - x^2L^2L
In[12]:= q = 1 ê0.5
Out[12]= 2.

In[19]:= PlotAp@xD, 8x, 0, 2.5<, PlotRange Ø 80.0, 1.1<,
Ticks Ø 8 Automatic, 80.0, 0.5, 1.0<<, AxesLabel Ø 9wê w0,
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図 2: 外力のする仕事率 P

• Q値
Q値 ≡ 共鳴振動数半値幅 =

ω0

2γ


