
例題 1 (状態方程式)

状態方程式とは何か、説明せよ。例を複数挙げて，その内容を説明せよ。

(解答例)

状態方程式：　

熱平衡状態に応じて値がきまる状態量は，一般に独立ではなく，その間には，系の
物質的な性質を反映した関係式が成り立つ。この関係式を状態方程式という。

例：

1. 理想気体:

p(T, V, N) = NRT
V

2. van der Waals 気体:

p(T, V, N) = NRT
(V − Nb)

− a
(

N
V

)2

3. 混合理想気体:

p(T, V, N1, N2) =
(N1 + N2)

V RT

4. バネ，ゴム:

Xバネ = k(T )(l − l0(T )) (1)

Xゴム = a(l)T (2)

　一定の長さに引きのばされたバネやゴムひもの張力は，一般に，バネやゴムひも
の長さ lと温度 T に依存してきまる。

　フックの法則に従うバネでは，張力はバネの自然長からののびに比例し，比例係
数や自然長は温度に依存してきまる。これより，温度 T の室内で，長さ l に引きの
ばされたバネの張力 X は，バネの自然長を l0(T )，バネ定数を k(T )とすれば，式
(1)であたえらえる。

　ゴムひもの張力Xは，常温では，温度 T に比例して大きくなることが知られてい
る。比例係数はゴムひもの長さに依存してきまる。これより，温度 T の室内で，長
さ l に引きのばされたゴムひもの張力 X は，式 (2)であたえらえる。

　バネやゴムひもの熱平衡状態を記述する状態量としては，温度 T，長さ l，張力X

をとることができる。長さ lは気体の体積 V に対応し，張力Xは気体の圧力の逆符
号−pに対応する。このとき，式 (1), (2)はそれぞれ，バネ，ゴムひもの状態方程式
とみなすことができる。
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5. 希薄溶液

p溶液 − p溶媒 = Π (3)

Π =
n

V
RT (4)

　ビーカー内を半透膜で仕切って，片方には希薄溶液を，もう片方には溶媒のみを
入れ，密閉する。希薄溶液は，一種類の溶質と溶媒からなり，溶質は半透膜を透過
しないものとする。はじめ，溶媒は半透膜を透過して溶液側に拡散していく。この
現象を浸透という。熱平衡状態に達すると，溶液側と溶媒側で，圧力に差が生じる。
この圧力差Πを浸透圧とよぶ。

　希薄溶液においては，浸透圧は溶液の絶対温度 T とモル濃度n/V に比例する。比
例係数は溶媒や溶質の種類によらず，気体定数Rと同じになる。体積 V の溶液に，
nmolの溶質が溶けているとき，浸透圧Πは式 (4)で与えられる。この関係式をファ
ント・ホッフの法則という。

6. 常磁性体

M =
C

T
H (5)

　アルミニウムの釘は，磁石に近づけても，磁石に引きつけられることはないが，
磁場の作用によって，わずかな磁気モーメントを持つようになる。このとき釘のも
つ単位体積当たりの磁気モーメントを磁化M という。磁石の磁場Hが十分小さい
とき，アルミニウムの釘には，磁場 Hと同じ向きに，磁場Hの大きさに比例する
磁化M が生じる。比例係数は磁化率といい， χmと表す。すなわち，次の関係式
が成り立つ。

M = χm H (χm > 0) (6)

このような磁気的性質を示す物質を常磁性体という。（磁化率 χmが負になるもの
は，反磁性体という。）

　多くの常磁性体の磁化率 χmは温度 T に依存する。室温では，磁化率 χmは温度
に反比例する。

χm(T ) =
C

T
(7)

ここで，Cは正の定数である。この関係をキュリーの法則という。このとき，常磁
性体の状態方程式は，式 (5)のように表すことができる。一方，金属常磁性体の磁
化率は，通常，ほとんど温度に依存しない。
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7. 光子気体 (空洞放射, 黒体放射)

p =
1

3
aT 4 (8)

　電磁波を完全に反射する内壁をもつ箱の中に，温度 T に保たれた金属片を放置す
ると，箱の内部の電磁場は金属片とエネルギーを交換して，やがて，熱平衡状態に
達する。このとき，箱の内部の電磁場の状態は，いろいろな振動数をもつ光子から
なっているとみなすことができるため，このような電磁場の状態を光子気体とよぶ。
光子気体 (電磁場)の圧力は，温度の４乗に比例することが知られており，式 (8)で
与えられる。ここで，a = 7.57× 10−16 J m−3 K−4である。定数 aは光速 c，プラン
ク定数 h，および，ボルツマン定数 kBによって，a = 8π5kB

4

15h3c3
と表される。

　熱平衡状態にある光子気体 (空洞放射, 黒体放射)では，単位体積あたりのエネル
ギー密度の，振動数についての分布は絶対温度によって決まっている。これをプラ
ンク分布という:

u(ν, T )dν =
8πhν3

c3

1

ehν/kBT − 1
dν (9)

または，

ũ(λ, T )dλ =
8πhc

λ5

1

ehc/λkBT − 1
dλ (10)

　これらの結果は量子力学的効果を考慮した統計力学によって得られる。定数 aと
ステファン・ボルツマン定数 σとの関係は，a = 4

c
σ である。
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(参考)　宇宙のマイクロ波背景放射 (cosmic microwave background radiation; CMB)

　天球上の全方向からほぼ等方的に観測されるマイクロ波は，そのスペクトルが
2.725Kの黒体放射に極めてよく一致している。これは，宇宙のマイクロ波背景放射
(cosmic microwave background radiation; CMB)と呼ばれている。

　下図は，WMAPによって観測された宇宙マイクロ波背景放射の温度ゆらぎ。ゆ
らぎのスケールは 10−5程度である。

参考文献：　松原隆彦「宇宙論入門」

http://tmcosmos.org/cosmology/cosmology-web/node1.html

8. クォーク・グルーオンプラズマ [量子色力学 (QCD) ]

陽子の中には，クォークと呼ばれる素粒子がグルーオンによって誘起される引力に
よって閉じ込められている。非常に高温の状態では，閉じ込められていたクォークが
解放されて，グルーオンと共にプラズマ状態になると考えられている。このクォー
ク・グルーオンプラズマは光子気体とよく似た状態方程式をもつと予想されている。

下図は，スーパーコンピュータによるシミュレーションによって得られたクォーク・
グルーオンプラズマの状態方程式の理論的予想。

Fig. 3. HotQCD collaboration [1] results for ε/T 4 and 3p/T 4 on Nτ = 8 lattices w ith ms/m = 10.

finite number of values of T.T he second is the choice of T0 above w hich Θµµ(T0)/T
4

0
is

w ell-determined and at w hich point p(T0) can be estimated reliably.
T he H otQ C D collaboration has investigated a number of ansatz for parameterizing

Θµµ(T0)/T
4

0
and find that the results for p do not vary significantly.T he uncertainty due

to the ansatz is show n by the error bars on p/T 4 at T = 275, 540 M eV in F ig. 3.T he
W -B collaboration uses a variant of the method − they parameterize the pressure itself
and then evaluate its derivatives to match to I.T he band in F ig 4 show the uncertainty.
T he second issue is more significant.T he systematic errors in lattice data grow as T is

low ered and are expected to be large below T = 150 M eV .A t the same time p(T = 150)
is not negligible and a prioriunknow n.O ne approach is to use the hadron resonance gas
(H R G ) model for p(T = 150 M eV ). T his requires that there be reasonable agreement
betw een the H R G and lattice values at T = 150 M eV .T he H otQ C D data approaches the
H G R from below and at T = 150 M eV there is a significant difference.A nother approach
is to use T0 = 100 M eV w here there is more confident in the H R G value but then one
has to confront the uncertainty in matching and parameterizing Θµµ(T0)/T

4

0
betw een

T = 100 − 150 M eV . T he H otQ C D collaboration use p = 0 at T = 100 M eV for their
central value and the H R G value to estimate the uncertainty w hose magnitude is show n
by the black square on ε/T 4 at T = 550 M eV in F ig. 3. T he W -B collaboration show
that a modified “lattice” H R G calculation, taking into account taste breaking in pion
and kaon states, fits the lattice data betw een T = 100 − 140 M eV . N evertheless, they
choose p(T = 100M eV ,ms = m) = 0 for the normalization.

O nce I and p are determined the energy density is given by ε/T 4 = I/T 4 + 3p/T 4,
entropy by s = (ε+ p)/T and the speed of sound cs by

c2
s
=

dp

dε
= ε

d(p/ε)

dε
+

p

ε
. (3)

A comparison of results for ε, p and s is show n in F igures 3, 4, and 5.
T he W -B collaboration apply tw o corrections to the estimate for p(T ).T he first is to

guarantee that the lattice results for each Nτ match the continuum Stefan-B oltzmann
value at T =∞.To do this they construct the ratio of the continuum Stefan-B oltzmann
value for p to its free-field (T =∞) lattice value (the continuum integrals are replaced by
lattice sums appropriate for each Nτ ) and then correct the lattice data at all T by this
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http://arxiv.org/abs/1104.0267
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