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2.9 導体系の電位と電気容量

導体は「等電位体」として特徴づけられたが、導体系の電位とその上に帯電する電荷の
間には電磁気学の重ね合わせの原理から簡単な関係が成り立つ。

一個の導体の場合

導体の電位 φとその上の電荷Qの間の一般的な関係を導こう。
まず、電位 φがどのように定まるかを復習する。電位 φ

が導体外部で満たす性質は

(i) 外部の空間で ∇2φ = 0

(ii) 無限遠での境界条件（約束） φ = 0

(iii) 導体表面での境界条件 φ = φc = const

こうして定まった電位 φから表面での電場 Enを求め、
さらにそれを用いて表面上の全電荷 Qが次のように求
まる：

φC

En = n̂ · (−~∇φ) (2.128)

Q = ε0

∫
dSEn (2.129)

重要なのはこれらの式がいずれも線形であることである。（これは以前述べたように電場
や電位の重ね合わせの原理からの帰結である。）すなわち、上記の方程式を満たす解を φ

とすると、それを λ倍したものもやはり Lapalace方程式を満たす。
但し、表面での境界条件は λ倍される。すると明らかに導体上の電荷も λ倍される。すな
わち

φ −→ λφ

Q −→ λQ

このことは、導体の電位 φcとQが比例することを意味する。

Q = Cφc (2.130)

比例係数Cを導体の電気容量 (electric capacity)と言う。
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Cの単位：[C] = Coulomb/Volt = F (Farad). ここでVolt = [Energy/Q] = Joule/Coulomb.

Faradと言う単位は、Coulombと同じく大きすぎるので、次のものがよく使われる：

µF = 10−6F micro Farad

pF = 10−12F pico Farad

2 Cの決まり方 :

電気容量 Cは、導体の大きさと形状によって決まる。実際に Cを求めるには、導体上に
Qなる電荷を与えたときの φcを計算し、Qと φcの関係を求めるのが最も簡単。

2 例: :

半径 a = 1mの球形の導体の電気容量。全電荷を Qとすれば、電位及び容量は、

φ =
1

4πε0

Q

a

q qq C = 4πε0a =
107

c2
= 1.1× 10−10F = 110 pF (2.131)

この例のように、実際電気容量は pF程度になることが多い。

二個の導体 =コンデンサー

複数の導体からなる系に対しても電気容量の概念を拡張することができる。

簡単のため、二個の導体の場合を考えよう。導体１，２にそれぞれ電荷 Q1、Q2を与えた
とき導体外部にできる電位 φ(~x)は、重ね合わせの原理より、Q1のつくる電位 φ(1)(~x)と
Q2のつくる電位 φ(2)(~x)の和になる：

φ(~x) = φ(1)(~x) + φ(2)(~x)

φ(1)を考える場合には Q2 = 0としてよいから、導体表面の電位は 唯一存在する Q1に比
例する他はない。 φ(2)に対しても同様。従って図のよう状況になる：

Q1 Q2

φ2

φ1
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式で書くと、 Q2 = 0の時は、

φ1 = D11Q1 , φ2 = D21Q1

のようにQ1に比例する。同様にQ1がゼロの場合には

φ1 = D12Q2 , φ2 = D22Q2

これらを重ね合わせると

φ1 = D11Q1 + D12Q2

φ2 = D21Q1 + D22Q2

(2.132)

従って、

φi =
∑

j

DijQj (2.133)

Dijを電位係数と呼ぶ。これを逆に解くと

Qi =
∑

j

Cijφj (2.134)

Cijは容量係数と呼ばれる。いったんDijまたはCijが求まると、φiがわかればQiがわか
る（あるいはその逆)という具合になる。

• CとDは行列として逆行列である。すなわちC = D−1。

コンデンサーとその容量

特に、Q1 = Q = −Q2としたとき、この導体系をCon-

denserと呼ぶ。このとき、φ1, φ2はいずれもQに比例
するから、電位差 V = φ1 − φ2 もまた Qに比例する。
ゆえ

Q −Q

φ2

φ1
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Q = CV (2.135)

というよく知られた関係式を得る。電位差、従ってコンデンサーの容量は、無限遠での
電位のとり方の約束によらないことに注意する。

演習 2.13 このときの Cを電位係数 Dijで表せ。

解

φ1 = D11Q1 + D12Q2 = (D11 −D12)Q

φ2 = (D21 −D22)Q

q qq V = φ1 − φ2 = (D11 −D12 −D21 + D22)Q

q qq C = (D11 −D12 −D21 + D22)
−1
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コンデンサーの例

例１: 平行板コンデンサー

Q

−Q

~E d

Area = S

図より

σ = Q/S =表面電荷密度 =有限

E = σ/ε0

V = Ed = σd/ε0 =
d

ε0S
Q

これより

C = ε0
S

d
∼ ε0

面積
長さ

(2.136)

間隔が狭いほど電位差は小さく、従って容量は大きい。但しあまり狭くすると放電が起
こる！

• コンデンサーが回路の中でどのように使われ、どのような役割を果たすかは、電流と
それが作る磁場の話をした後で説明する。
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例２: 同心球面コンデンサー

−Q

Q
a

b

中間領域での電場、及び電位差は

E(r) =
1

4πε0

Q

r2

V =

∫ a

b

(−E(r))dr =
Q

4πε0

(
1

a
− 1

b

)

=
Q

4πε0

b− a

ab

q qq C =
4πε0ab

b− a
(2.137)

やはり、面積を長さで割ったものになっている。
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演習 2.14 上記の同心球面コンデンサーについて容量係数を計算し、次の性質を確かめ

よ。

Cij = Cji i 6= j

Cii ≥ 0

Cij ≤ 0

解 今度は、各導体に異なる電荷を与えたときの φiを
個々に求めなければならない。まず電場を求め、それか
ら電位を求めるのが簡単。内側の球面にQ1、外側の球
面にQ2を与える。中間領域ではGaussの定理より Q2

Q1

φ1

φ2

E(r) =
1

4πε0

Q1

r2

ゆえ、電位差は

φ1 − φ2 = −
∫ b

a

dφ

dr

=
Q1

4πε0

(
1

a
− 1

b

)

外側の空間での電位は

φ =
1

4πε0

Q1 + Q2

r

q qq φ2 =
1

4πε0

Q1 + Q2

b

従ってこれらの関係式から電位係数Dijを読みとれば、行列として

D =
1

4πε0

1

b

(
b
a

1

1 1

)

この逆行列がCijゆえ

C = 4πε0
ab

b− a

(
1 −1

−1 b
a

)
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2.10 導体系にはたらく力

平行板コンデンサーにはたらく力

図のような平行板コンデンサーにはたらく力を求めよう。
まともに Coulomb力を計算しても求まるが、次に述べ
る仮想仕事の原理を用いると簡単である。
図のような状態に保っておくには、求める力 ~F に逆らっ
て外力 ~Fext = −~F を加えなければならない。ゆっくり
と δxだけ二つの面を離すと、このときした外力のする
仕事はFextδxであり、その分コンデンサーのポテンシャ
ルエネルギーは増加するから

Q

−Q

x
~Fext

~F~E

Fextδx = −Fδx = δU

q qq F = −δU

δx
(2.138)

上記の系に対してこれを計算しよう。

U =
1

2

∑
i

Qiφi =
1

2
Q(φ1 − φ2) =

1

2
QV

V = Ex =
σ

ε0

x

q qq U =
1

2
QEx

q qq δU =
1

2
QEδx

q qq F = −1

2
QE = − Q2

2ε0S
(2.139)

F の符号が負であるということは xのへる方向、すなわち板を近づける方向に力が働くこ
とを意味する。

次元解析

[F ] = [Q][E] = [Q]
Q

ε0L2
=

Q2

ε0L2
(2.140)

従って正しい次元が得られている。


