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1 場の量子論(Quantum Field Theory)とは何か

古典場のプロトタイプ= 相対論に従う Maxwellの電磁場　

•この量子論的取り扱い⇒ 場の量子論の始まり。

•電子との相互作用の考察⇒ Dirac場⇒ Quantum Electro-Dynamics (QED)

場の量子論のプロトタイプ

しかし、これは場の量子論の本質を反映していない
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場の量子論とは

無限に近い自由度を持つ量子多体系の長距離 = 低エネル
ギーでの振る舞いを記述し理解するための、非常に強力で高
い論理的整合性を持った枠組み

低エネルギー有効理論
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2 無限自由度:

• 「本来の」対象= 物性理論で扱うような凝縮系。

少数有限系では現れない現象の記述

例: 媒質中の波動、相転移、対称性の自発的破れ

• 多体性が見かけ上隠されている場合あり： 少数の素励起の物理

• 無限自由度ゆえの“困難”

¨短距離発散 = UV divergence

不確定性原理⇒ 無限個の自由度が短距離で励起されうる。

¨長距離発散 = IR divergence

⇐ 無限個のmassless 低エネルギー量子の励起 (例：photons)
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しかし、

これらの発散にはQFTの構造に関する重要な情報が反映されている。

2 長距離=低エネルギー有効理論:

a =多体系のミクロな基本長さ (例：格子間隔)

Λ = 1/a = 可能なエネルギー、運動量の上限= UV cut-off

長波長 λ(À a) でプローブ⇒ ミクロな詳細は平均化

⇒ 連続的な場

⇔ QFTの背後にはしばしばQFT自体とは非常に異なるミクロな構造が

存在

例：

¨ Spin system on a lattice (microscopic scale = lattice spacing)

¨ Superstring theory (microscopic scale = Planck scale (10−34 cm))
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2 論理的整合性:

上記の見方はQFTの近似理論としての見方を強調。

QFTの驚くべき性質: 同時に、それが非常に高い論理的整合性を持つ。

∼ 熱力学
⇒ QFTは自然界の基本的な理論を記述する機能も持つ。

典型例：素粒子の標準理論

¨ Quantum Chromo Dynamics

¨電弱統一理論 (Glashow-Weinberg-Salam theory)
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2 QFTのこれらの特徴の根源 :

QFTが広汎な応用を持つ ⇐ 一見矛盾する二つの特徴を併せ持つ

¨低エネルギー有効理論:

系をプローブするエネルギースケールにより有効な自由度、重要にな

る相互作用 が異なりうる。

scale-dependent ⇔ 繰り込み(factorization)、繰り込み群

K.G. Wilson他

具体例： 間隔 a(∼ 1/Λ)で並べら
れたスピン系の作る強磁性体のHeisen-

bergモデル

HΛ = −J
∑

<i,j>

~Si · ~Sj

a

L
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長さのスケールL (mass scale ∼ µ = 1/L) より短距離で起こる揺らぎ

を平均化。（経路積分ではそれらの自由度を積分。）

⇒ サイズ ∼ Lの間隔で並ぶ有効スピンの理論。

もとのシステムと比較するために、これをL/aの因子で re-scale。

= 繰り込み変換

⇒ Scale µでの有効理論: スピン間の新しい有効相互作用を含む

Hµ =
∑

n

gn(µ)︸ ︷︷ ︸
UV

On(µ)︸ ︷︷ ︸
IR

, factorized form

On(µ) ∼ ~Si · ~Sj , (~Si · ~Sj)
2 , etc.

On(µ) = 有効スピンから組み立てられた local operators

gn(µ) = 有効結合定数. Lより小さなスケールでの物理の情報を集約。
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¨高度な論理的整合性:

少数の基本的パラメーターによる 自然界の基本法則の記述

(「近似」理論ではこれは期待されない。)

例： QCDが低エネルギー有効理論であるという兆候はQCDの中では

見えない。

“scale-independent” ⇔ 繰り込み可能理論、Universality

繰り込み可能理論（の定義）：

繰り込み変換の操作を繰り返す： µ → small

有限個のgn(µ)のみが有限にとどまり、残りの結合定数がゼロに近づく

場合がある。

⇒ 長距離のダイナミックスは少数のgn(µ)とOn(µ)が支配する。

= 繰り込み可能

さらにµを小さくしても、gn(µ)の大きさが変わるのみで、Hamiltonian

の形は変わらない。∼ scale independent
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⇔ 系は繰り込み群のIR固定点に近づく。

Universailty: 低エネルギー極限で、もとの系のミクロな詳細がほと

んど効かなくなり、幾つかのクラス(universality class)の振る舞いに分類

される。

Universality classは非常にしばしば系の対称性によって支配される。

こうした理由で、QFT、特に繰り込み可能なQFT、は有用かつ強力。

– ミクロな詳細を知らなくても、低エネルギーの物理が整合的に記述

できる。

– 我々の無知は有限個のgn(µ)に押し込められる ⇒ 実験値で置き換

えられる。
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2 場の理論の出現

場の理論は本来、低エネルギー有効理論として出現するものである。
その最も簡単なプロトタイプを述べる。

2.1 媒質中の古典的な波動

結晶格子中の様々な波動の場
量子化
=⇒ 粒子的な素励起

phonon: 弾性振動の素励起
magnon: 電子スピン波の励起
plasmon: 電子と正イオンからなるプラズマ中の電子の集団運動の素励起
exciton: 誘電体の分極の場の中性的な励起

以下、典型例としてphonon場を考察。
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2.1.1 音響フォノン(acoustic phonon)

結晶を構成するprimitive cell中にn個のイオンがある場合を考えると、次
の二種類の励起が起こる。

acoustic branch: 音波のように、すべてのイオンが同一方向に滑らかに振
動。
３次元では、縦波1個と横波2個 の三つのモードあり。
分散関係の特徴： ωk → 0 as k → 0.

optical branch: 正負のイオンが異なる方向に運動。

⇒ 分極がおこりそれが光子と相互作用する (ゆえ optical と呼ばれる).

分散関係の特徴: ωk → ω0 6= 0 as k → 0.

Acoustic

Optical

+ −
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以下では1 + 1次元の音響フォノンを考える。

低エネルギー (連続極限)で自由場の理論が生ずる。
簡単な理論だが、次の意味で非常に教育的。

¨相互作用はないが、「繰り込み」の考え方と関係する「連続極限」の取
り方を学ぶことができる。

¨ニュートン力学を用いるにも拘わらず “relativistic” massless field が現れ
る。
この現象は、格子を形成する基底状態が、並進対称性を自発的に破るこ
とにより生ずる。
Massless phonon場はNambu-Goldstone場と解釈できる。
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2.1.2 Discrete Elastic Line

バネに繋がれた1次元の質点系: 但し周期的境界条件を課す。
同一視

1 2 N N + 1

Notation:

m = 質点の質量 (1)

N = 質点の数 (2)

a = 格子間隔 =
1

Λ
(3)

L = line の長さ = Na (4)

xn = na = n番目の質点の平衡位置 (5)

ζn(t) = n番目の質点の lineに沿った方向の変位 (6)

便宜のため、N を偶数ととり、nは次の範囲を走るものとする:

−N

2
+ 1 ≤ n ≤ N

2
(7)
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Lagrangian と運動方程式：

κ = バネ定数 a − b = 各々のバネの元々の長さ
バネをbだけ引っ張ると質点間の距離はaになる。
⇒ 釣り合いの状態でのバネの張力 T0 = κb

Lagrangian、Hamiltonian、および運動方程式

L =
1

2
m

∑
n

ζ̇2
n − 1

2
κ

∑
n

(ζn+1 − ζn)
2 (8)

H =
1

2m

∑
n

π2
n +

1

2
κ

∑
n

(ζn+1 − ζn)
2 (9)

πn = mζ̇n (10)

m
d2ζn

dt2
= κ [(ζn+1 − ζn) − (ζn − ζn−1)] (11)
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2 Fourier 展開 :

周期境界条件： ζn+N = ζn

ζn(t) を lattice Fourier seriesに展開:

ζn(t) =
1√
N

∑

k

ζk(t)e
ikxn (12)

ζn = 実 ⇒ ζ−k = ζ∗
k (13)

Periodicity ⇒ 波数 k は離散的：

eikNa = 1 → ka =
2πr

N
, r ∈ Z (14)

さらに、xn = naゆえ、

eikxn = eikna = ei(k+(2π/a))na

⇒ kの値は2π/aの整数倍だけ自由度あり。
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これより、kの値を“first Brillouin zone”に制限できる：

−π

a
< k ≤ π

a
(first Brillouin zone) (15)

これは −N
2

+ 1 ≤ r ≤ N
2
に対応。自由度の数は N

? First Brillouin zoneの概念は、aが有限であることから生じている。

逆Fourier変換:

ζk =
1√
N

∑
n

ζne−ikxn (16)

これは次の公式を用いて容易にチェックできる
∑

k

eika(m−n) = Nδmn (17)

演習：この公式をkおよびrの区間に注意して導け。
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(12)をLagrangianに代入：

L =
m

2

∑

k

ζ̇kζ̇−k − κ
∑

k

(1 − cos ka)ζkζ−k (18)

2 運動方程式と分散関係 :

運動方程式:

ζ̈k +
2κ

m
(1 − cos ka)ζk

︸ ︷︷ ︸
ω2

k

= 0 (19)

解：

ζk(t) = ζke
−iωkt (20)

ζn(t) =
1√
N

∑

k

ζke
ikxn−iωkt (21)
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ここで、分散関係と位相速度 vφは次のように与えられる：

ωk =

√
2κ

m
(1 − cos ka) =

√
4κ

m

∣∣∣∣ sin
ka

2

∣∣∣∣ (22)

vφ ≡ ωk

k
(23)

• k → 0 で分散関係は線形になる: ωk ∼ |k|。

2 Hamiltonian:

ζk に対する共役運動量:

πk =
∂L

∂ζ̇k

= mζ̇−k (24)
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πnのFourier展開:

πn = mζ̇n =
1√
N

∑
mζ̇ke

ikxn

=
1√
N

∑
mζ̇−ke

−ikxn =
1√
N

∑
πke

−ikxn

Exponentが逆符号になっていることに注意。

Hamiltonian:

H =
1

2m

∑

k

πkπ−k +
m

2

∑

k

ω2
kζkζ−k (25)
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2.1.3 二つの極限と古典場の理論の出現

この系に対して次の二つの極限が考えられる。

¨ Continuum or low-energy limit:

長波長極限、すなわち、λ = 2π
k

À a。これは、連続極限 a → 0

とも解釈できる。
L は固定しているからkは離散的のまま。

¨ Infinite volume limit:

系の大きさを無限大にする極限、すなわち、L → ∞.

kの値は連続的になる。
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2 Continuum Limit:

物理的に意味のある結果を得るには、観測量を固定した、次のような極限
を考える必要がある。

1. L = Naを固定して、a → 0、N → ∞
2.質量密度ρ = m/aを固定して、m → 0

3. (Longitudinal) tension Tl = κaを固定して、κ → ∞
このような操作はrenormalizationの最も簡単な例。
物理的な量を固定してcut-off Λ = 1/a を無限大に飛ばす。

運動方程式のa → 0極限:

運動方程式 (11)をaで割ると
m

a

d2ζn

dt2
= κa [(ζn+1 − ζn)/a − (ζn − ζn−1)/a]

1

a

s ss ρ
d2ζn

dt2
= Tl [(ζn+1 − ζn)/a − (ζn − ζn−1)/a]

1

a
(26)
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場の概念の導入:

ζn = ζ(xn, t)と書くと

ζn+1 − ζn

a
=

1

a
(ζ(xn + a, t) − ζ(xn, t)) = ζ′(xn, t) + O(a) (27)

さらに、

ζ′(xn, t) − ζ′(xn−1, t)

a
= ζ′′(xn−1, t) + O(a) ' ζ′′(xn) (28)

a → 0に伴って、xnは連続変数 x になる。
⇒ 次の波動方程式を得る。

1

v2

∂2ζ

∂t2
=

∂2ζ

∂x2
(29)

ここで v =

√
Tl

ρ
(30)

qft1-2-13



これを出すラグランジュ密度

L =
1

2
Tl

{(
∂ζ

∂(vt)

)2

−
(

∂ζ

∂x

)2
}

(31)

これはvを“光速”と同定すれば、相対論的な形。（ニュートン力学しか用い
ていない。)

この現象は、分散関係が線形になる場合に必ず起こる。
後にフェルミオンに対しても同様なことが起こることを見る。

運動量変数の連続極限に関する注意：
定義より、

πn = mζ̇n = ρζ̇na (32)

ナイーブな連続極限a → 0ではゼロになる。従って、運動量の場π(x, t)
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の定義としては

π(x, t) = lim
a→0

πn

a
= ρζ̇(x, t) (33)

を採用する必要がある。

分散関係の連続極限: 分散関係のレベルでの連続極限をとることもでき
る：

ω(k) = k

√
κa

m/a

sin ka/2

ka/2

a→0−→ k

√
Tl

ρ
= kvφ (34)

これより、運動方程式中に現れるvが位相速度であることがわかる。
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フーリエモードの連続極限:

xn = naの1ステップの変化は∆xn = a。従って、

ζk(t) =
1√
N

∑
n

ζ(xn, t)e−ikxn

=
1

a

1√
N

∑
n

ζ(xn, t)e−ikxn∆xn

−→ 1√
a

1√
L

∫ L/2

−L/2

dxζ(x, t)e−ikx (35)

これはa → 0で発散。
一方、運動量のモードは

πk(t) = mζ̇−k(t) → m√
a

1√
L

∫ L/2

−L/2

dxζ̇(x, t)e−ikx

=
√

a
ρ√
L

∫ L/2

−L/2

dxζ̇(x, t)e−ikx (36)

これは逆にa → 0でゼロになる.
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正しい連続極限： Rescalingした再定義が必要

Qk(t) ≡ √
a ζk(t) , Pk(t) ≡ 1√

a
πk(t) (37)

共役な変数が逆にスケールされている。⇒ 量子化を行う際に重要。

• 正しい rescalingであることの確認:

もともとのFourier変換

ζ(x, t) =
∑ 1√

N
ζk(t)e

ikx =
1√
N

∑ 1√
a

Qk(t)e
ikx

=
1√
L

∑
Qk(t)e

ikx (38)

π(x, t) = lim
a→0

πn

a
=

1

a

1√
N

∑
πk(t)e

−ikx =
1√
L

∑
Pk(t)e

−ikx

(39)

連続的な場合の正しい有限なFourier変換になっている。

qft1-2-17



ハミルトニアンを新しい変数で書き直す:

H =
1

2m

∑
πkπ−k +

1

2
m

∑
ω2

kζkζ−k

=
a

2m

∑
PkP−k +

m

2a

∑
ω2

kQkQ−k

=
1

2ρ

∑
PkP−k +

ρ

2

∑
ω2

kQkQ−k (40)

正しく有限な量で書かれている。
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2 Infinite Volume (L → ∞) Limit:

Fourierモードの考察：
運動量の間隔∆k = 2π/L → 0。(38)より

ζ(x, t) =
1√
L

L

2π

∑

k

Qke
ikx∆k

−→
√

L

2π

∫
dk Qke

ikx (41)

これはL → ∞で発散。Rescalingを行う必要あり。

有限になるべき量: qk ≡
√

L

2π
Qk (42)

⇒ ζ(x, t) =
1√
2π

∫
dk qke

ikx (43)

運動量のモードPk: (39)より、Qkと同型の再定義が必要

有限になるべき量 : pk ≡
√

L

2π
Pk (44)

⇒ π(x, t) =
1√
2π

∫
dk pke

−ikx (45)
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注: a → 0極限をとる際と異なる。(連続極限では、ζkとπkは逆にスケー
ル。) 量子化の際にこの違いはより明らかになる。

上記の rescalingでハミルトニアンは有限に保たれる：

H =
1

2ρ

∑
PkP−k +

ρ

2

∑
ω2

kQkQ−k

=
1

2ρ

∑

k

pkp−k∆k +
ρ

2

∑
ω2

kqkq−k∆k

=
1

2ρ

∫
dk pkp−k +

ρ

2

∫
dk ω2

kqkq−k (46)
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まとめと考察

1. 以上、格子系から古典フォノン場の理論を導出した。
• こうして出現した場の理論を離散化してまた格子上の系にするこ
とは簡単。しかし、それはもとの系には戻らない。

もともとの分散関係 (k ≥ 0の領域)

ωk =

√
4κ

m
sin

ka

2
=

√
4κ

m

(
ka

2
− 1

3!

(
ka

2

)3

+ · · ·
)

(47)

場の理論: 低エネルギー極限をとるので、第１項のみを保持。

完全に元に戻すには、無限個のkの高次の巾を付加する必要あり。しか
しそれらは低エネルギーでは寄与しないいわゆる irrelevant terms。

Universalityの概念の例： 低エネルギーでの分散関係が ωk = vφ|k|
の形である限り、同じ場の理論が得られる。
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レポート問題 I x-y平面上の格子間隔aの(a)正方格子、及び(b)三
角格子上に質量mの質点が配置され、最隣接間の質点が互いに張力 T

のバネで繋がれている。これらの質点は平面に垂直な±z方向にわずか
に(¿ a)変位できるとする。この二つの系を記述するLagrangianを構成
し、さらにその連続極限(a → 0極限)を考察して場の理論のLagrangian

を導け。またこの結果をuniversalityの観点から論ぜよ。

(a) 正方格子 (b) 三角格子
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2. フォノン場がmasslessであることの理解：
もともとの格子系での対称性

(a) Discrete translation in space

xn −→ xn + ma (48)

a → 0で連続的な並進対称性となる。

(b) Continuous translation in time

t −→ t + t0 (49)

(c)場の空間上でのglobal translation (縦振動を考えれば明らか)

ζn −→ ζn + c for all n (50)

全てのnに対してζn = c0 である配位は、(任意のc0に対して)エネ
ルギー的に縮退した「真空」を表す = 真空の無限縮退
c0の値をひとつ定めると (例えばc0 = 0) この対称性が自発的に破
れる。⇒ その配位のまわりの揺らぎは massless (ωk ∝ |k|) になる
= Nambu-Goldstone 励起
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2 対称性の自発的破れ :

対称性の隠れた形での実現。

Global対称性の破れの例 : T = 0 (低温相)での強磁性体の回転対称性

|Ω0〉 |Ωθ〉

θ

ハミルトニアン自体は回転対称⇒真空の集合{|Ωθ〉}は回転に対して不変
であり、縮退している。

|Ωθ〉= R|Ω0〉 , [H, R] = 0 , H|Ω0〉 = E|Ω0〉
⇒ H|Ωθ〉 = H(R|Ω0〉) = R(H|Ω0〉) = E(R|Ω0〉) = E|Ωθ〉

実際に実現するのは、そのうちのひとつの真空⇒ 回転対称性の自発的破
れ。
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自発的破れの現象の特徴

¨ Local spinの期待値がnon-zero になる 〈~S(~x)〉 6= 0

¨ T → Tc(臨界温度)で〈~S(~x)〉 → 0: 〈~S(~x)〉 = order parameter

¨ |Ωθ〉のエネルギーは縮退−→ 長波長のスピン波を起こすのにエネル
ギーがほとんど要らない。
⇒ Massless (gapless) excitation = Nambu-Goldstoneモード

– 通常の対称性の自発的破れ: NGモードはボゾン

– フェルミ的対称性の自発的破れ: NGモードはフェルミオン (例を後
述)

Masslessの場を生成する非常に一般的でかつ自然なメカニズム。
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2.2 古典場の量子化

この節の目的: Phonon場を例にとって、通常の量子力学から場の量子化
の規則を導く

2 場の量子化の規則の導出 :

元の格子系の量子化：

[ζm, πn] = iδmn , rest = 0 (51)

フーリエモードに対しては

[ζk, πk′] =
1

N

∑
m,n

[ζm, πn]e
ikxme−ik′xn

=
i

N

∑
m

ei(k−k′)am = iδkk′ (52)
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生成消滅演算子の導入:

ハミルトニアンを思い出す：

H =
∑

k

(
1

2m
πkπ−k +

m

2
ω2

kζkζ−k

)

=
∑

k

ωk

(
1

2
mωkζkζ−k +

1

2mωk

πkπ−k

)
(53)

括弧内を「因数分解」して次の生成消滅演算子を導入：

ak ≡ 1√
2mωk

(mωkζk + iπ−k) (54)

a†
k ≡ 1√

2mωk

(
mωkζ

†
k − iπ†

−k

)
(55)

これらは次のHeisenberg algebraを満たす
[
ak, a†

k′
]

= δkk′ , rest = 0 (56)

ハミルトニアンは次の良く知られた形になる：

H =
∑

k

ωk(a
†
kak +

1

2
) (57)
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ak, a†
kの定義式 (54)を逆に解くと

ζk =
1√

2mωk

(ak + a†−k) (58)

πk = −i

√
mωk

2
(a−k − a†

k) (59)

これを ζn and πnの表式に代入すると

ζn =
1√
N

∑

k

1√
2mωk

(ak + a†−k)e
ikxn

=
∑

k

1√
2mNωk

(
ake

ikxn + a†
ke

−ikxn
)

(60)

πn =
1

i

√
mωk

2N

(
ake

ikxn − a†
ke

−ikxn
)

(61)
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連続極限：

Fourier modeの rescaling

Qk =
√

a ζk , Pk =
πk√

a
(62)

これは　Heisenberg algebra を不変に保つ。

生成消滅演算子による表式:

Qk =
1√

2ρωk

(ak + a†−k) (63)

Pk = −i

√
ρωk

2
(a−k + a†

k) (64)

ζnの連続極限: ⇐ (60)

ζ(x, t) =
∑

k

1√
2ρLωk

(
ake

ikx + a†
ke

−ikx
)

(65)

πnの連続極限: π(x, t) = lima→0 πn/a

(61)より

π(x, t) =
1

i

√
ρωk

2L

(
ake

ikx − a†
ke

−ikx
)

(66)

qft1-2-29



ζ(x, t)とπ(y, t)の交換関係の導出:

• フーリエ展開から求める。
• より直接的には次のように求められる。
基本関係式より、

[ζ(x, t), π(y, t)] = lim
a→0

[ζm, πn/a] =
i

a
δmn −→ ∞ (UV発散)

発散の性質を見る。π(y, t)を積分した場合を考えると、
[
ζ(x, t),

∫
dyπ(y, t)

]
= lim

a→0

[
ζm,

∑
n

(πn/a)a

]
= i

∑
n

δmn = i

これより、場の交換関係は、

[ζ(x, t), π(y, t)] = = iδ(x − y) , rest = 0 (67)

= 量子力学の第一原理からの場の量子化の規則の導出

演習: この結果をフーリエモードの交換関係から導出せよ。
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時間依存性:

ak(t) および a†
k(t)のt 依存性:

(57)のハミルトニアンを用いると、時間発展は、

dak

dt
= i[H, ak] = −iωk ⇒ ak(t) = ake

−iωkt (68)

da†
k

dt
= i

[
H, a†

k

]
= iωk ⇒ a†

k(t) = a†
ke

iωkt (69)

これより、運動方程式を満たす場 ζ(x, t)は

ζ(x, t) =
∑

k

1√
2ρLωk

(
ake

i(kx−ωkt) + a†
ke

−i(kx−ωkt)
)

(70)

と書ける。
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Infinite Volume (L → ∞) Limit

解析は古典論と同じ。ζ(x, t) は次のようになる：

ζ(x, t) =
∑

k

1√
2ρLωk

L

2π

(
ake

i(kx−ωkt) + a†
ke

−i(kx−ωkt)
)

∆k

→ 1√
2πρ

∫
dk√
2ωk

(
a(k)ei(kx−ωkt) + a†(k)e−i(kx−ωkt)

)

(71)

ここでkの連続関数としての生成消滅演算子を次の scalingで定義：

a(k) ≡
√

L

2π
ak , a†(k) ≡

√
L

2π
a†

k (72)

両方とも同じ scaling ⇐ qk =
√

L/2πQk, pk =
√

L/2πPk
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これらの交換関係は ∼ Lのように発散。⇔ δ 関数

1 =
∑

k

[
ak, a†

k′
]
=

∑

k

[
ak, a†

k′
]
∆k

L

2π

=

∫
dk

[
a(k), a†(k′)

]

s ss
[
a(k), a†(k′)

]
= δ(k − k′) (73)
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2.3 粒子に対する量子場の概念：「第二量子化」

量子場が出現するもう一つの機構 = 「第二量子化」1

¨これまで述べた場の出現の機構：

媒質=無限多体系
低エネルギー−→ 古典場

量子化−→量子場
素励起−→量子化された、識

別できない粒子系

¨第二量子化で生ずる量子場: (ボゾンの場合)

識別出来ない粒子系
量子化−→ 完全対称な波動関数の作るHilbert空間

l
a†

n, anで構築される抽象的Hilbert空間
↓

座標表示 a(x)†, a(x) ⇒ 場 ζ(x), π(x)

1Dirac (1927), “Principles of Quantum Mechanics” (1958)
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特徴:

– 格子上の“atom”のように確定した位置のまわりに局在化している粒
子系には適用できない。（識別可能)

– 弱い相互作用をしている「素励起」にあたる粒子系に対して適用さ
れる。但し、「媒質」は捨象されてしまっている。

– 直接量子化された場が生ずる。

2 同種の、識別できるN粒子系 :

U = 各粒子の波動関数の作るHilbert空間
{|φn)}: Uの規格直交完全系 (CONS)。丸ケットで1粒子状態を表す。

全系のHilbert空間 : HN = ⊗UN

HNの一般の状態
∑

Cn1,n2,...,nN
|φn1)|φn2) · · · |φnN

) (74)
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2 同種の、識別できないN粒子系 :

識別不可能⇒ 次の操作が必要

• ボゾンに対しては完全対称化
• フェルミオンに対しては完全反対称化
以下、ボゾンの場合を考察。

完全対称化された波動関数を次のように表す：

|Ψn1...nN
) ≡ S(|φn1)|φn2) · · · |φnN

)) ∈ SUN (75)

S = 対称化の演算子

2 抽象的ヒルベルト空間への写像 :

a†
m, an: 抽象的なヒルベルト空間 V における生成消滅演算子

[
am, a†

n

]
= δmn , rest = 0 (76)

真空状態の定義

am|0〉 = 0 , 〈0|a†
m = 0 (77)
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Fock 空間V : |0〉上に有限個の a†
n を働かせてできる状態の集合

これは粒子数が一定値Nの部分空間VNの直和に分解できる：

V = ⊕NVN (78)

VNに属する状態

|ψn1...nN
〉 = a†

n1a
†
n2 · · · a†

nN
|0〉 ∈ VN (79)

これは自動的に完全対称化されている。

⇒ 次の線形な同型写像 T : VN → SUN が定義できる：

T
(
a†

n1a
†
n2 · · · a†

nN
|0〉) = S(|φn1)|φn2) · · · |φnN

)) (80)

この写像は状態間の内積を保存する。
⇒ SUN を VNと同定すれば、ユニタリー写像と見なせる。
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2 基底の変換 :

{|fα)} = 別のCONS:

以前の基底との関係

|φn) =
∑
α

|fα)(fα|φn) (81)

aα、a†
α = 基底 {|fα)}対する生成消滅演算子

以下での仮定： 「粒子数」を変えない基底の変換2 のみ考え、

a†
n =

∑
α

a†
α(fα|φn) (82)

が成り立つことを要請。
⇔ 変換は生成演算子と消滅演算子を混ぜない。
⇔ 真空状態 |0〉はすべての基底で共通

2粒子数を変える変換 = Bogoliubov変換
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2 量子場の出現 :

特に、基底として、座標の固有関数系 {|x)}をとった場合
an → a(x), a†

n → a†(x)

量子場 a(x) and a†(x) が得られる。

一粒子状態に対する写像T：

Ta†(x)|0〉 = |x) (83)

〈0|a(x)T −1 = (x| (84)

以前得られたフォノン場 (等)との関係

運動量基底に移ると

a†(x) =

∫
dka†(k)(k|x) =

∫
dk√
2π

a†(k)e−ikx (85)

a(x) =

∫
dka(k)(x|k) =

∫
dk√
2π

a(k)eikx (86)

これから、エルミートな場 ζ(x)とその共役場 π(x) を定義したい。
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大きな自由度あり。 a(k), a†(k)の一次の場合の最も一般な形

ζ(x) =
1√
2

∫
dk√
2π

(
f(k)a(k)eikx + f∗(k)a†(k)e−ikx

)
(87)

π(x) =
1√
2 i

∫
dk√
2π

(
g(k)a(k)eikx − g∗(k)a†(k)e−ikx

)
(88)

• 交換関係 [ζ(x), π(y)] = iδ(x − y)を満たす条件

f(k)g∗(k) + f∗(k)g(k) = 2 (89)

Remarks

¨ f(k)とg(k)の選択はダイナミックス(ハミルトニアンあるいは分散関
係の形)に依る。⇒ 後に議論

¨ ζ(x), π(x)はまだ時間tに依存していない。t依存性はハミルトニアン
の構造による。(上記の場は 後述する Schrödinger pictureでの場)
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2 演算子の対応 :

ダイナミックスの記述にはHamiltonian等の演算子が必要。
⇒空間SUNに働く演算子とフォック空間V Nに働く演算子の間の対応を
つける必要あり。

1体演算子
• Uに働く1体演算子 ô(1)：

ô(1)|φn) =
∑
m

|φm)o(1)
mn (90)

s ss o(1)
mn = (φm|ô(1)|φn) (91)

• 対応するフォック空間に働く演算子:

写像T −1を (90)式に働かせると、

LHS = T −1ô(1)|φn) = (T −1ô(1)T )T −1|φn)

= (T −1ô(1)T )a†
n|0〉 (92)

RHS =
∑
m

o(1)
mnT −1|φm) =

∑
m

o(1)
mna†

m|0〉 (93)
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比較すると、Fock空間での対応する演算子は

Ô(1) ≡ T −1ô(1)T =
∑
m,n

a†
mo(1)

mnan (94)

2体演算子
U ⊗ Uに働く2体の演算子 ô(2)

ô(2)S(|φm)|φn)) =
∑
r,s

S(|φr)|φs))o
(2)
rs,mn (95)

両辺にT −1を作用させると

LHS = (T −1ô(2)T )T −1S(|φm)|φn)) = Ô(2)a†
ma†

n|0〉
RHS = = T −1

∑
r,s

S(|φr)|φs))o
(2)
rs,mn =

∑
r,s

a†
ra

†
so

(2)
rs,mn|0〉
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比較すると、Fock空間での2体の演算子として

Ô(2) =
∑

r,s,m,n

1

2
a†

ra
†
so

(2)
rs,mnaman (96)

を得る。

2 フォック空間のハミルトニアン :

フォック空間（場の理論）のハミルトニアンĤ は一般にn体演算子の和：

Ĥ = Ĥ(1) + Ĥ(2) + · · · (97)

Ĥ(1) = kinetic termまたはhopping term

Ĥ(2), Ĥ(3), . . . = 相互作用を記述

Ĥ(1)の例:

Ĥ(1) =

∫
dkE(k)a†(k)a(k) (98)

[
a(k), a†(k′)

]
= δ(k − k′) (99)
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座標表示に行くと

a(k) =

∫
dx√
2π

e−ikxa(x) (100)

Ĥ(1) =

∫
dxa†(x)E(k = −i∂x)a(x) (101)

Ĥ(2)の例: N体系に働く2体相互作用の典型的な形

ĥ(2) =
∑

1≤i≤j≤N

f(|x̂i − x̂j|) (102)

2粒子状態への基本的作用は、

f(|x̂ − ŷ|)S|x)|y) = f(|x − y|)S|x)|y) (103)

フォック空間のハミルトニアン

Ĥ(2) =
1

2

∫
dxdya†(x)a†(y)f(|x − y|)a(x)a(y)

=
1

2

∫
dxdyf(|x − y|)ρ(x)ρ(y) (104)

(105)
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ρ(x) = a†(x)a(x) =数密度演算子

[ρ(x), a(y)] = −δ(x − y)a(y) ,
[
ρ(x), a†(y)

]
= δ(x − y)a†(y)

(106)

2 Schrödinger 表示とHeisenberg 表示(Picture):

通常、量子力学は“Schrödinger 表示”で記述。
状態ベクトルは時間tに依存。演算子はt-independent

Schrödinger方程式：

i∂t|ψS(t)〉 = H|ψS(t)〉 (107)

形式解:

|ψS(t)〉 = e−iHt|ψS(0)〉 ≡ e−iHt|ψH〉 (108)

時間に依存しない状態 |ψH〉 =“Heisenberg 表示” の状態

qft1-2-45



演算子ÔSのシュレーディンガー状態間の行列要素の書き換え:

〈ψ1(t)|ÔS|ψ2(t)〉 = 〈ψ1,H|eiHtÔSe−iHt|ψ2,H〉
≡ 〈ψ1,H|ÔH(t)|ψ2,H〉 (109)

ÔH(t) ≡ eiHtÔSe−iHt = ハイゼンベルグ表示の演算子 (110)

⇒ ÔH(t) は次の方程式を満たす：

dÔH(t)

dt
= i

[
H, ÔH(t)

]
(111)

Hisenberg表示の場 ζ(x, t) とその運動方程式の定義:

ζ(x, t) = eiHtζ(x)e−iHt (112)
dζ(x, t)

dt
= i[H, ζ(x, t)] (113)
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相互作用がある場合のam と a†
m の Heisenberg表示における運動方程式：

dam

dt
= i[H, am] = −i

(
o(1)

mnan + a†
no(2)

mn,rsaras + · · ·
)

(114)

da†
m

dt
= i

[
H, a†

m

]
= i

(
a†

no(1)
nm + a†

ra
†
so

(2)
rs,nman + · · ·

)
(115)

Remark:

¨相互作用を表す非線形項のために、t依存性は一般に複雑。

¨添え字mが座標 xを表す場合、これらの方程式は場の方程式を与える。

¨量子力学の構造の観点から言えば、量子場は単に状態を作るための道
具。
場の方程式が非線形でも、場を作用させて作られる状態（波動関数)は
通常の線形なSchrödinger 方程式に従う。

⇒ 相互作用がある場合、第二量子化で得られる量子場を波動関数を演
算子に昇格させたものであると見なすのは正しくない。
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2 自由粒子の多体系に対する量子場 :

自由粒子を例にとり、非相対論的な場合と相対論的な場合量子場を構成し
てみる。

復習

ζ(x) =

∫
dk√
2π

ζ(k)eikx (116)

ζ(k) =
1√
2

(
f(k)a(k) + f∗(−k)a†(−k)

)
(117)

π(x) =

∫
dk√
2π

π(k)e−ikx (118)

π(k) =
1√
2 i

(
g(−k)a(−k) − g∗(k)a†(k)

)
(119)

• 交換関係 [ζ(x), π(y)] = iδ(x − y)を満たす条件

f(k)g∗(k) + f∗(k)g(k) = 2 (120)
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(120)を満たすものとして、

f(k) = f(−k) =
1

g(k)
=

1

g(−k)
= 実 (121)

を採用。すると、

ζ(k) =
1√

2 g(k)
(a(k) + a†(−k)) (122)

π(k) =
g(k)√

2i
(a(−k) − a†(k)) (123)

a(k), a†(k)について解けば

a(k) =
1√
2

(
g(k)ζ(k) +

i

g(k)
π(−k)

)
(124)

a†(k) =
1√
2

(
g(k)ζ(−k) − i

g(k)
π(k)

)
(125)
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自由場のハミルトニアンは

H =

∫
dkE(k)a†(k)a(k)

=

∫
dk

E(k)

2

(
1

g(k)2
π(k)π(−k) + g(k)2ζ(k)ζ(−k)

)

− i

∫
dk

E(k)

2
[ζ(k), π(k)]

︸ ︷︷ ︸
ゼロ点エネルギーE0

(126)

運動エネルギーを正しく規格化するために

g(k)2 = E(k) (127)

ととると

H =

∫
dk

1

2

(
π(k)π(−k) + E(k)2ζ(k)ζ(−k)

) − E0 (128)
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非相対論的な場合: E(k) = k2/2m

H =

∫
dx

(
1

2
π2 +

1

8m2
(∂2ζ)2

)
− E0 (129)

相対論的な場合: E(k) =
√

k2 + m2

H =

∫
dx

1

2

(
π2 + (∂ζ)2 + m2ζ2

) − E0 (130)

注： 第二量子化から出発する場合、すでにゼロ点エネルギーは引かれて
いる。

2 フェルミオンの場合 :

多体フェルミ系の場合には、完全反対称な波動関数から出発。
フォック空間表示に行くには、反交換関係を満たす生成消滅演算子を用い
る必要あり：

{bm, bn} =
{
b†

m, b†
n

}
= 0 (131){

bm, b†
n

}
= 1 (132)

後はボゾンの場合と全く同様。

qft1-2-51



2.4 ボーズ凝縮と古典場

場の量子的素励起は ∼ ~2k2/2mのオーダーのミクロなエネルギーを持
つ。

マクロな大きさのエネルギーを持つ「古典場」は、量子
場からどのようにして得られるか。

量子場ζ(x, t)が与えられたとき、古典場として観測されるのは、その何ら
かの状態 |Ψ〉における期待値のはず

ζc(x, t) ≡ 〈Ψ|ζ(x, t)|Ψ〉 (133)

適切な問:
「古典場を生み出すような状態|Ψ〉はどのように特徴付
けられるか？」
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|Ψ〉が持つべき性質：

~ → 0の極限で、

1. ζc(x, t)はゼロにならず、しかも古典的な場の方程式を満たす。

2. 〈Ψ|ζ(x, t)n|Ψ〉が存在して、すべてのnに対して ζc(x)nに一致する。

要請2の後半部分を実現するのは容易でない。

例: n = 2の場合

〈Ψ|ζ(x, t)2|Ψ〉 =
∑

Φ

〈Ψ|ζ(x, t)|Φ〉〈Φ|ζ(x, t)|Ψ〉 (134)

一般に無限個の中間状態Φが現れるため、
ζc(x, t)2 = 〈Ψ|ζ(x, t)|Ψ〉〈Ψ|ζ(x, t)|Ψ〉に一致しない。
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コヒーレント状態の概念:

次の事実に注目

1.量子場ζ(x, t)は、ζ(x, t) = a(x, t) + a†(x, t)のように、生成消滅部
分に分解できる。

[
a(x, t), a†(y, t)

] ∼ O(~) (135)

ゆえ、~ → 0極限では、これらは互いに可換な演算子として取り扱う
ことができる。

2. |Ψ〉が、固有値z(x, t)を持つ a(x, t)の固有状態であるとする。
すなわち

a(x, t)|Ψ〉 = z(x, t)|Ψ〉 (136)

すると、

a(x, t)n|Ψ〉 = z(x, t)n|Ψ〉 , 〈Ψ|a†(x, t)n = 〈Ψ|z∗(x, t)n
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従って

s ss 〈Ψ|ζ(x, t)n|Ψ〉 = 〈Ψ|(a(x, t) + a†(x, t))n|Ψ〉
= 〈Ψ|(z(x, t) + z∗(x, t))n|Ψ〉
= ζc(x, t)n (137)

これは要請2に他ならない。

(136)を満たす状態 = コヒーレント状態 (coherent state)

コヒーレント状態の具体形

(1) 一種類の振動子(a, a†)の場合

(x, p)のペアの場合： [p, x] = −i ⇒ p = −i∂x

pψk(x) = kψk(x) ⇒ ψk(x) = ceikx (138)

全く同様に、
[
a, a†] = ~ ⇒ a = ~∂/∂a†。ゆえ

a|z〉 = z|z〉 , |z〉 = c(z)eza†/~|0〉 (139)

〈z|a† = 〈z|z∗ , 〈z| = 〈0|ez∗a/~c(z)∗ (140)
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|z〉 = c(z)eza†/~|0〉 = c(z)

(
|0〉 +

z

~
a†|0〉 +

1

2!

(
z

~

)2

a†2|0〉 + · · ·
)

(141)

コヒーレント状態= 非常に特別な重みで無限個の励起を含んだ状態

• この状態は、有限個の励起のみ含むフォック空間からはみ出している。
• 「ボーズ・アインシュタイン凝縮」を記述する。

規格化定数c(z)の決定:

〈w|z〉 = c(z)c(w)∗〈0|ew∗a/~eza†/~|0〉
a/~ = ∂/∂a†はa†に対する並進演算子であるから、

eω∗a/~f(a†)e−ω∗a/~ = f(a† + ω∗) (142)

従って、

〈w|z〉 = c(z)c(w)∗〈0|ez(a†+w∗)/~|0〉 = c(z)c(w)∗ew∗z/~ (143)
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w = zと置き、c(z)を実数にとるconventionを用いて規格化すると

〈z|z〉 = 1 ⇒ c(z) = e−|z|2/2~ (144)

〈w|z〉 = e− 1
2~(|z|2+|w|2−2w∗z) (145)

(2) 無限個の自由度を含む場合 (時間依存性を省いて記す）

エルミートな場ζ(x)を考える：

ζ(x) =
∑

n

(anφn(x) + a†
nφ∗(x)) (146)

適切なコヒーレント状態および ζ(x)の期待値：

|Ψ〉 = e− 1
2~

∑
n |zn|2e

∑
n zna†

n/~|0〉 (147)

〈Ψ|ζ(x)|Ψ〉 =
∑

n

(znφn(x) + z∗
nφ∗(x)) (148)

qft1-2-57



場の積の期待値: 短距離での発散を回避するために、引数を離す(point-splitting)

〈Ψ|ζ(x)ζ(y)|Ψ〉 = 〈Ψ|(amφm(x) + z∗
mφ∗

m(x))(znφn(y) + a†
nφ∗

n(y))|Ψ〉
= 〈Ψ|ζ(x)|Ψ〉〈Ψ|ζ(y)|Ψ〉 + ~

∑
n

φn(x)φ∗
n(y)

= 〈Ψ|ζ(x)|Ψ〉〈Ψ|ζ(y)|Ψ〉 + ~δ(x − y) (149)

第二項はaa† = ~+ a†aと書き換えるときに生じた項。
(~δ(x − y) = ~〈0|ζ(x)ζ(y)|0〉と書ける。)

Coherent state |Ψ〉は、古典的状態と呼ばれるにふさわしいすべての性
質を持っている。
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2.5 フェルミ面近傍でのmasslessフェルミ場

第二量子化された非相対論的な電子の場の素励起を考察。

フェルミ面近傍の低エネルギー励起 ⇒ 相対論的なディラック場

簡単のため空間的に1次元の系を考える (時間依存性をsuppressして記す)。

Ψ(x) =を第二量子化された非相対論的な電子の場
同時刻反交換関係：

{Ψ(x), Ψ(y)} =
{
Ψ†(x), Ψ†(y)

}
= 0 (150){

Ψ(x), Ψ†(y)
}

= δ(x − y) (151)

ハミルトニアン

H =

∫
dx Ψ†(x)

1

2m

(
1

i
∂x

)2

Ψ(x) (152)

分散関係は非相対論的：

E =
k2

2m
(153)
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電子はフェルミ粒子:

基底状態から詰めていくと、フェルミエネルギーEFまで詰まる。
一次元では「フェルミ面」というより 「フェルミ点」になっている。
この点で

E = EF , k = ±kF (left and right moving) (154)

kF =
√

2mEF > 0 (155)

系の低エネルギーでの振る舞い：フェルミ点近傍での運動量|∆k| << kF

を持った励起で支配される。
そのモードに対する分散関係：

E =
k2

2m
=

(kF + ∆k)2

2m
' EF +

kF

m
∆k

= EF + vF∆k (156)

s ss ∆E = E − EF ' vF∆k (157)

vF =フェルミ速度。 分散関係は線形。
⇒ これらの励起はmassless fermionとして振る舞うはず。
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この領域でのΨ(x)は次のように書くことができる：

Ψ(x) = ψL(x)︸ ︷︷ ︸
slow

e−ikF x︸ ︷︷ ︸
fast

+ ψR(x)︸ ︷︷ ︸
slow

eikF x︸ ︷︷ ︸
fast

(158)

ψL(x)とψR(x)の部分は小さな運動量∼ ∆k(¿ kF )を持ち、ゆっくりと
変化。

ハミルトニアンに代入。
低エネルギー励起のみに興味があるので、次の近似をする：

¨ e±2ikF xを含む項は遙かに高いエネルギーの励起に対応するので落とす。

¨ ∂2
xψは∂xψに比べて∼ ∆k/kF または∆k/mのオーダー小さいので
落とす。

結果：

H = ivF

∫
dx

(
ψ†

L∂xψL − ψ†
R∂xψR

)
+ EFN̂︸ ︷︷ ︸

fermi energy

(159)

N̂ =

∫
dx (ψ†

LψL + ψ†
RψR) = number operator (160)
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低エネルギー有効ハミルトニアン:

Heff = ivF

∫
dx

(
ψ†

L∂xψL − ψ†
R∂xψR

)
(161)

1+1次元のmasssless fermionに対する相対論的ディラック作用 (with c = 1)

S =

∫
dtdxψ̄iγµ∂µψ = i

∫
dtdxψ̄(γ0∂t + γ1∂x)ψ

= i

∫
dtdxψ†(∂t + γ5∂x)ψ (162)

ここで ψ =

(
ψR

ψL

)
, ψ̄ = ψ†γ0 (163)

γ0 = σ1 , γ1 = −iσ2 (164)

γ5 ≡ γ0γ1 = σ3 (165)

qft1-2-62



ハミルトニアン:

π = iψ† (166)

HD =

∫
dxπψ̇ − L =

∫
dx

{
iψ†ψ̇ − (iψ†ψ̇ + iψ†γ5∂xψ)

}

= −i

∫
dxψ†γ5∂xψ = i

∫
dx(ψ†

L∂xψL − ψ†
R∂xψR) (167)

vF = cと同定すれば、我々が得たハミルトニアンHeff と一致。

• 非相対論的な系において低エネルギーで相対論的な場が出現するもう
ひとつの例。

Massless fermionが出現した理由:

• もとの系に存在するフェルミ的な並進対称性 Ψ → Ψ + θ(θはグラ
スマン的定数)が、EFN̂が固定されることにより自発的に破れた結果生ず
るNambu-Goldstone fermion。
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3 相対論的な古典場

様々な対称性の中でも、ローレンツ対称性はとりわけ重要。

素粒子論や宇宙論における重要性のみならず、すでに見たように、物性論
においても相対論的な場が現れる場合がある。

この章の目的:

• Lorentz群の表現を基にした相対論的な場の分類

•相対論的な場の作用の構成

3.1 ローレンツ群とその表現

相対論的な場=ローレンツ変換に対して共変に変換する場

数学的には、ローレンツ群(ローレンツ代数)の表現を場の空間上で構成す
る問題。
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3.1.1 群とそのリー代数: SU(2)とSL(2, C)の例

2 群SU(2):

U ∈ G = SU(2) (special unitary)

⇔
{

U = 複素2 × 2行列
U †U = 1 unitary , det U = 1 special

(1)

そのような行列の集合は群をなす：

Ui ∈ SU(2) =⇒ U1U2 ∈ SU(2)

U−1 = U † 逆の存在 (U1U2)U3 = U1(U2U3) associativity (2)

実際、

(i) (U1U2)
†(U1U2) = U †

2U †
1U1U2 = 1

(ii) det(U1U2) = det U1 det U2 = 1
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SU(2)の元の具体形

U =

(
a b

c d

)

det U = 1 ⇒ ad − bc = 1 (3)

U †U = 1 ⇒ |a|2 + |c|2 = |b|2 + |d|2 = 1 (4)

0 = a∗b + c∗d (5)

容易に解ける。
実条件の数： (3)から2個、(4)から2個、(5)から1個
⇒ 5条件⇒ 8 − 5 = 3 実パラメーター

U =

(
a b

−b∗ a∗

)
, |a|2 + |b|2 = 1 (6)
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2 su(2): SU(2)のLie代数 :

単位元の無限小近傍ではU = eiXと書ける。すなわち、

U = 1 + iX + O(X2) (7)

• Unitary性

U †U ' (1 − iX†)(1 + iX) ' 1 + i(X − X†) = 1

s ss X† = X Xはエルミート行列 (8)

• det U = 1の条件:

次の公式が有用。対角化可能な行列Y に対して

det eY = eTrY (9)
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証明: 両辺とも相似変換に対して不変。⇒ Y が対角行列の場合を考えれ
ば十分。その固有値をyiとすれば、

det eY =
∏

i

eyi = e
∑

i yi = eTrY // (10)

これを用いると

det U = det eiX = eiTrX = 1

s ss TrX = 0 (11)

まとめると

eiX ∈ SU(2) ⇔ X† = X , TrX = 0 (12)
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Xの具体形：

(i) エルミート性 X =

(
a b

c d

)
= X† =

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)

s ss a = a∗ , d = d∗ real , c∗ = b (13)

(ii) traceless TrX = a + d = 0 ⇒ d = −a (14)

従って、

X =

(
a b

b∗ −a

)
(15)
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Pauli行列による表示

θa(a = 1 ∼ 3) =3個の実パラメーター

X =
1

2

(
θ3 θ1 − iθ2

θ1 + iθ2 −θ3

)
=

∑
a

θasa (16)

sa =
1

2
σa

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(17)

saは traceless エルミート行列の基底をなす。
またsaは次の代数をなす：

[sa, sb] = iεabcsc (18)

これをSU(2)のLie代数と呼びsu(2)と書く。
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演習 3.1 次の公式を導き、1の無限小近傍に限らず、U ∈ SU(2)の任
意の元がeiX, X =traceless hermitian の形に書けることを示せ。

ei
∑

a θaσa/2 = cos
θ

2
+ iθ̂ · ~σ sin

θ

2
(19)

θ ≡ |~θ| , θ̂ ≡
~θ

θ
(20)

2 SL(2, C)とそのLie代数 :

U ∈ G = SL(2, C) (speical linear)

⇔
{

U = 複素 2 × 2 行列
det U = 1

(21)

det U = 1 ⇒ 2つの実条件
⇒ 8 − 2 = 6つの実パラメーター⇔ 3つの複素パラメーター
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SL(2, C)のLie代数

eiX ∈ SL(2, C) ⇔ TrX = 0 (22)

ゆえ、

X =
3∑

a=1

φasa , sa =
1

2
σa (23)

φa = 複素パラメーター (24)

• sl(2, C)の生成子は3個の行列 sa. su(2)と同じ代数を満たす。
• 群 SL(2, C)とSU(2)は同じ形だが、パラメーターが異なる

U = eiX , X = casa , ca =

{
θa 実 for SU(2)

φa 複素 for SL(2, C)
(25)

• 群 SL(2, R)

U = eX , X = casa , ca = 実 (26)
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3.1.2 ローレンツ変換とその生成子

2 座標ベクトル xµ に対するローレンツ 変換 :

時空の計量のconvention1

ηµν = diag (1, −1, −1, −1) “time-favored” (27)

µ, ν = 0, 1, 2, 3 (28)

座標ベクトル xµ に対するローレンツ変換:

x′µ = Λµ
νx

ν (29)

“長さの２乗” xµxµ = xµxνηµν = (ct)2 − ~x · ~x を不変にする：

x′µx′νηµν = Λµ
ρΛ

ν
σxρxσηµν = xρxσηρσ (30)

従って

Λµ
ρΛ

ν
σηµν = ηρσ ⇔ ΛTηΛ = η (31)

1Time-favored conventionは量子力学から拡張するのに自然。
Space-favored ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)は重力理論に適す。
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Λ = eξと書くと、無限小変換ξに対して

Λ = eξ ' 1 + ξ (32)

x′µ ' xµ + ξµ
νx

ν (33)

(32)を (31)に入れると容易に

ξTη + ηξ = 0 ⇔ (ηξ)T = −ηξ (34)

ηξは4 × 4の実反対称行列⇒ 6個の独立な自由度を持つ。

2 無限小変換の生成子 :

ηξは6個の独立な反対称行列 Lρσの１次結合で書ける。
これを次のような純虚数のエルミート行列にとる：

(Lρσ)µν = i(ηρµησν − ησµηρν) (35)

あきらかに、LT
ρσ = −Lρσが成り立つ。ηξを 反対称なパラメーターαρσ
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を用いてηξ = αρσLρσと展開すると、

(ηξ)µν = ηµρξ
ρ
ν = ξµν = αρσ(Lρσ)µν

= iαρσ(ηρµησν − ησµηρν) = 2iαµν

s ss αµν = − i

2
ξµν (36)

従って、添え字を元の位置ξµ
νに戻したものは、次のように展開できる：

ξµ
ν = − i

2
ξρσ(Lρσ)

µ
ν (37)

(Lρσ)
µ

ν = i(δµ
ρησν − δµ

σηρν) (38)

Lρσ = Lorentz変換の生成子
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2 基本交換関係 :

上記の生成子は交換関係のもとで次の基本的代数を形成する：

[Lµν, Lρσ] =
1

i
(ηµρLνσ − ηνρLµσ + ηνσLµρ − ηµσLνρ) (39)

演習 3.2 (39)の定義を用いてこの代数を導け。

2 Lµνの分解：回転とブースト:

Lµνは回転とブーストに分解できる (i = 1, 2, 3):

3 rotations Ii ≡ 1

2
εijkL

jk (40)

3 boosts Ki ≡ Li0 (41)
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演習 3.3 I3 = L12 がz軸まわりの回転を生成することを次の計算をす
ることにより確かめよ。

δI3x
i = −iθ(L12)

i
jx

j (42)

演習 3.4 同様に、K1 = L10が1-方向のブーストを生成することを示
せ。(x0 ± x1がどのように変換されるかを見よ。)

演習 3.5 　これらの生成子が次の代数を満たすことを示せ。

[Ii, Ij] = iεijkIk (43)

[Ii, Kj] = iεijkKk (Kiは空間3次元ベクトルを形成) (44)

[Ki, Kj] = −iεijkIk (45)
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3.1.3 ローレンツ群の直積分解

Lorentz群 SO(1, 3)の性質を詳しく調べるため、これが二つの群の直積の
構造を持つことを示す。

生成子J
(±)
i を次のように定義2：

J
(±)
i ≡ 1

2
(Ii ∓ iKi) (46)

IiとKiはどちらも純虚数: ⇒ J
(±)
k は次の関係を満たす：

J
(−)
k = −J (+)∗

k (47)

(43) ∼ (45) ⇒ J
(±)
k は二つの独立な代数をなすことがチェックされる

[
J

(±)
i , J

(±)
j

]
= iεijkJ

(±)
k (48)

[
J (+)

i, J (−)
j

]
= 0 (49)

2符号は九後氏の教科書に合うように定めてある。
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各代数はSU(2)代数と同型。

どのような群 を生成するかが重要。

もともとのローレンツ変換をJ
(±)
k で表す:

1

2
ξρσLρσ = ξi0Li0 +

1

2
ξijLij = ξi0Ki +

1

2
ξijεijkIk

=

(
1

2
ξijεijk + iξk0

)
J (+)

k +

(
1

2
ξijεijk − iξk0

)
J (−)

k

≡ θkJ
(+)

k + θ∗
kJ

(−)
k (50)

ここで

θk ≡ 1

2
ξijεijk + iξk0 = 3 complex parameters (51)

さらに、J (−)
k = −J (+)∗

kを思い出すと、ローレンツ変換行列の指数は次
の構造を持つことがわかる：

− i

2
ξρσLρσ = −iθkJ

(+)
k − iθ∗

kJ
(−)

k

= (−iθkJ
(+)

k) + (−iθkJ
(+)

k)
∗ (52)
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これより、3 + 1次元のローレンツ群は次の直積構造を持つ：

SO(1, 3) = SL(2, C) ⊗ SL(2, C)∗

(正しく6個の実パラメーターを持っている。)

Lorentz群の構造と表現の問題は SL(2, C)の構造と表現の問題に帰着

3.1.4 SL(2, C)の基本的な表現

2 群Gの行列表現 :

群の演算の規則がn × n行列で実現：

ρ : U ∈ G −→ ρ(U) = n × n 行列 (53)

ρ(U1U2) = ρ(U1)ρ(U2) 準同型写像 (54)
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2 最も基本的な表現= 定義(defining)表現 :

M =

(
a b

c d

)
, det M = ad − bc = 1 (55)

u′
α = Mα

βuβ SL(2, C) spinor (56)

基本的な不変量:

uαεαβvβ = SL(2, C) 不変 , ε12 ≡ 1 (57)

証明：　変換後

u′
αεαβv′

β = εαβMα
α′

Mβ
β′

uα′vβ′ (58)

示すべきこと

εαβMα
α′

Mβ
β′

= εα′β′ ⇔ εαβは不変なテンソル (59)

左辺は明らかに反対称、ゆえcεα′β′
と書ける。c = 1を示したい。これに

は α′ = 1, β′ = 2と置く。すると

εαβMα
1Mβ

2 = det M = 1 = cε12 = c (60)
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(59) を行列形で書くと

MTεM = ε ⇔ εMεT = MT −1
(61)

• 群の行列表現には必ず次の二つの自然な表現が付随する。

2 反傾(contragredient)表現 MT −1
:

M1M2 = M3 ⇒ MT
2 MT

1 = MT
3

s ss MT
1

−1
MT

2

−1
= MT

3

−1
表現をなす (62)

反傾表現の基底

定義表現の式 u′ = Muに左からεを働かせて (61)を用いると

u′ = Mu ⇒ (εu′) = (εMεT )(εu) = MT −1
(εu) (63)

従って、反傾表現の基底は εu。
これを上付きスピナー uα と定義：

uα ≡ εαβuβ (64)
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逆に解く

εγαuα = εγαεαβ

︸ ︷︷ ︸
−δ

β
γ

uβ = −uγ

s ss uα = −εαβuβ= uβεβα (65)

上付きスピナーを用いた基本不変量の表式：

uαεαβvβ = uαvα = −uβvβ (66)

• スピナー添え字を上下で縮約すると不変量が作れる

2 複素共役表現: M∗:

M1M2 = M3 ⇒ M∗
1M∗

2 = M∗
3 表現をなす (67)

複素共役スピナーの添え字は点を付けて表す。
⇒ 点付きスピナー(dotted spinor)と呼ばれる。

uα̇ ≡ (uα)∗ (68)

u′
α̇ = M∗

α̇
β̇uβ̇ (69)

qft1-3-20



3.1.5 J
(±)
k のテンソル積分解と変換行列T

Lorentz群の直積分解 SO(1, 3) = SL(2, C) ⊗ SL(2, C)∗を生成子の形
の上で直接実現したい。

J
(±)
k の具体的な形：
例えば、

J (+)
1 =

1

2




0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0


 , J (+)

2 =
1

2




0 0 −1 0

0 0 0 i

−1 0 0 0

0 −i 0 0


 etc.

綺麗なテンソル積の形になっていない。

テンソル積: ベクトルのテンソル積

(~x ⊗ ~y)im ≡ xiym

行列AおよびBのテンソル積

(A ⊗ B)(~x ⊗ ~y) ≡ (A~x) ⊗ (B~y)

⇒ (A ⊗ B)im;jn = AijBmn (70)
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(A ⊗ B)(C ⊗ D) = (AC) ⊗ (BD) (71)

演習 3.6 以下を確かめよ。

σk

2
⊗ 1 =

1

2

(
(σk)111 (σk)121

(σk)211 (σk)221

)
, 1 ⊗ σk

2
=

1

2

(
σk 0

0 σk

)

すなわち、A ⊗ BはAの各成分に行列Bを付与したもの。

J (+)
kとJ (−)

kを直積の形にする相似変換Tを探したい。

T J (+)
i T −1 = J (+)

i ≡ Σ
(+)
i

2
⊗ 1 (72)

T J (−)
i T −1 = J (−)

k ≡ 1 ⊗ Σ
(−)
i

2
(73)

1
2
Σ

(±)
i は SL(2, C) およびSL(2, C)∗空間に働く2 × 2 行列

J±
i と同型の交換関係を満たす。
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Tの構造

T : SO(1, 3) ⇒ SL(2, C) ⊗ SL(2, C)∗

xµ ⇒ uα ⊗ uα̇ (74)

T : xµ −→ uαuα̇

Tの添え字の構造は Tαα̇,µ

それを4個の2 × 2 行列Tµ と見なすと便利:

Tαα̇,µ ≡ (Tµ)αα̇ (75)

Tを決定する方程式

[(72), (73)] × T ⇔ 2TJ
(±)
i = 2J (±)

i T (76)

(+)セクターの具体形

2(Tµ)αα̇(J
(+)
i )µ

ν = 2(J (+)
i )αα̇

ββ̇(Tν)ββ̇ = Σ
(+)
i α

βδα̇
β̇(Tν)ββ̇

= Σ
(+)
i α

β(Tν)βα̇= (Σ
(+)
i Tν)αα̇ (77)
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(−)セクターも同様。合わせて、2 × 2の行列方程式として

2TµJ
(+)
i

µ
ν = Σ

(+)
i Tν (78)

2TµJ
(−)
i

µ
ν = TνΣ

(−)
i

T
(79)

J
(±)
i の定義 (46)より

2J
(±)
i

µ
ν = iεijkη

µjδk
ν ± (δµ

i ην0 − δµ
0 ηνi) (80)

これより、方程式 (78)および (79)は

iεijkT
jδk

ν + Tiην0 − T0ηνi = Σ
(+)
i Tν (81)

iεijkT
jδk

ν − Tiην0 + T0ηνi = TνΣ
(−)
i

T
(82)
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これらの方程式を解くのは難しくない。

具体的に、νの値を入れてやると

(+) case: ν = 0 Ti = Σ
(+)
i T0

ν = i T0 = Σ
(+)
i Ti

ν = k 6= i iεijkTj = Σ
(+)
i Tk

(−) case: ν = 0 − Ti = T0Σ
(−)
i

T

ν = i − T0 = TiΣ
(−)
i

T

ν = k 6= i iεijkTj = TkΣ
(−)
i

T

解: 自然な選択として Σ
(+)
i = σiととる。

⇒ (+)方程式の解

T0 = 1 , Ti = σi (83)

⇒ (−)の方程式よりΣ
(−)
i が決まる：

Σ
(−)
i = −σT

i = −σ∗
i (84)
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以後、慣習として Tµをσµと書く。

(σµ)αα̇ = Tαα̇,µ = (1, ~σ) (85)

T =




1 0 0 1

0 1 −i 0

0 1 i 0

1 0 0 −1


 , T −1 =

1

2




1 0 0 1

0 1 1 0

0 i −i 0

1 0 0 −1


 =

1

2
T †

(86)

• Tの列は1, σ1, σ2, σ3の成分をベクトルとして並べたもの
• これらのベクトルは直交しており (複素)ノルムは2 ⇔ T −1T = δµ

ν .

• T −1の行は、1, σ∗
1, σ∗

2, σ∗
3をベクトルとして並べたもの

2 T −1の組み替え ⇒ σ̄µの定義:

Tの添え字の構造: Tαβ̇,µ (ペア (αβ̇)で「行」添え字を表す)

逆行列T −1の添え字の構造: (T −1)µ,αβ̇
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2 × 2行列としての解釈:

Tαα̇,µ ≡ (σµ)αα̇ (87)

(T −1)µ,αβ̇ ≡ 1

2
(σ̄µ)β̇α (88)

αβ̇をペアでひとつの添え字と見なすのではなく、それぞれを行および列
の添え字と見なすには、αβ̇の添え字の順番を入れ替えるのが自然。
例

(T −1)µ,αβ̇Tαβ̇,µ =
1

2
(σ̄µ)β̇α(σµ)αβ̇ (89)

σ̄µの具体形

(σ̄µ)α̇β = (1, ~σ)α̇β (90)

(σ̄µ)
α̇β = (1, −~σ)α̇β (91)
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2 σµと σ̄µの性質:

(i) TT −1 = 1より

(σµ)αβ̇(σ̄
µ)γ̇δ = 2δδ

αδγ̇

β̇
(92)

(ii) T −1T = 1より

1

2
Tr(σ̄µσν) = δµ

ν (93)

(iii) 基本的なbilinear恒等式:

σµσ̄ν + σνσ̄µ = 2ηµν (94)

σ̄µσν + σ̄νσµ = 2ηµν (95)

これらは次の表示より簡単に示される：

σµ = η0µ − ηµiσi , σ̄ν = η0ν + ηνjσj (96)
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(iv) σµと σ̄µの関係
Pauli行列の基本関係式

εσiε
T = −σ∗

i , σT
i = σ∗

i (97)

これより、

εσT
µεT = ε(1, ~σT )εT = (1, −~σ) = σ̄µ (98)

3.1.6 SO(1, 3)とSL(2, C) ⊗ SL(2, C)∗の具体的な関係

xµのローレンツ変換

x′ = Λx = e−iθkJ(+)
k e−iθ∗

kJ(−)
kx (99)
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SL(2, C) ⊗ SL(2, C)∗の形に直すために左からTを作用：

Tx′ = Te−iθkJ(+)
kT −1 Te−iθ∗

kJ(−)
kT −1 Tx

= e−iθkJ (+)
k e−iθ∗

kJ (−)
k Tx

= (M ⊗ M∗) Tx (100)

M ≡ e−iθkσk/2 ∈ SL(2, C) (101)

M∗ = eiθ∗
kσ∗

k/2 ∈ SL(2, C)∗ (102)

σν行列を用いると、(100)は次のように書ける：

左辺 = (Tx′)αα̇ = (σµ)αα̇x′µ

右辺 = Mα
βM∗

α̇
β̇(σν)ββ̇xν = (MσνM

†)αα̇xν (103)
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• SO(1, 3)とSL(2, C) ⊗ SL(2, C)∗の関係のまとめ

σµx′µ = M σνx
ν M † (104)

σµΛ
µ

ν = M σν M † (105)

Λ = e−iθkJ(+)
k e−iθ∗

kJ(−)
k (106)

M = e−iθkσk/2 ∈ SL(2, C) (107)

3.1.7 SL(2, C)の行列表現

SL(2, C)の代数はSU(2)の代数と同型
⇒ SL(2, C)の表現論 ' (スピン)角運動量の理論
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uα=SL(2, C)の基本表現の基底= スピン1/2のスピナー
全ての表現のbuilding block

SL(2, C)変換

u′
α = Mα

βuβ , M =

(
a b

c d

)
, ad − bc = 1 (108)

u′
1 = au1 + bu2

u′
2 = cu1 + du2

生成子 J3 = 1
2
σ3に対応する無限小変換に対して

(
u′

1

u′
2

)
= (1 + θJ3)

(
u1

u2

)

s ss u′
1 =

(
1 +

1

2
θ

)
u1 , j3 =

1

2
(109)

u′
2 =

(
1 − 1

2
θ

)
u2 , j3 = −1

2
(110)
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n + 1次元表現

u1とu2を用いて作られる次数nのn + 1個の斉次式の集合を考える：

ζk ≡ un−k
1 uk

2 , k = 0, 1, 2, . . . , n = integer (111)

SL(2, C)変換に対して

ζ′
k = u′n−k

1 u′k
2 = (Mu)n−k

1 (Mu)k
2

= (au1 + bu2)
n−k(cu1 + du2)

k

≡ Dkl(M)ζl (112)

n + 1個の ζkは(n + 1)次元の行列D(M)によって変換される。

演習 3.7 D(M ′M) = D(M ′)D(M)が成り立つ、すなわち、D(M)

はSL(2, C)のn + 1次元表現を与えることを示せ。
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解:

D(M ′)klD(M)lmζm

= D(M ′)kl(au1 + bu2)
n−l(cu1 + du2)

l

= (a′(au1 + bu2) + b′(cu1 + du2))
n−k(c′(au1 + bu2) + d′(cu1 + du2))

k

= ((a′a + b′c)u1 + (a′b + b′d)u2)
n−k + ((c′a + d′c)u1 + (c′b + d′d)u2)

k

= ((M ′M)11u1 + (M ′M)12u2)
n−k + ((M ′M)21u1 + (M ′M)22u2)

k

= D(M ′M)klζl (113)

表現のスピン: 最も高いスピンを持つ状態はζ0 = un
1。1 + θJ3変換に対

して

ζ′
0 = (u′

1)
n =

(
1 +

1

2
θ

)n

un
1 '

(
1 +

n

2
θ

)
ζ0 (114)

従って スピンj = n/2。表現の次元 n + 1 = 2j + 1。

以下この(2j + 1)次元表現をDj(M)と記す。
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2 例 :

• D0(M) = 1. 自明な１次元表現

• D1/2(M) = M . 基本表現そのもの

Clebsh-Gordan分解:

角運動量の場合と同様に、次のCG分解が成り立つ:

Dj1 ⊗ Dj2 = Dj1+j2 ⊕ Dj1+j2−1 ⊕ · · · ⊕ D|j1−j2| (115)

以下で頻繁に用いる基本的な分解

D1/2 ⊗ D1/2 = D1 ⊕ D0 (116)
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3.1.8 SL(2, C) × SL(2, C)∗の表現

全く同様に、SL(2, C)×SL(2, C)∗の有限次元表現を作ることができる。
基本的な基底ベクトルと表現行列：

ζkk′ = (u2j−k
1 uk

2)(u
2j′−k′
1̇

uk′
2̇
) (117)

0 ≤ k ≤ 2j , 0 ≤ k′ ≤ 2j′ (118)

ζ′
kk′ = Djj′

(M, M∗)kk′;ll′ζll′ (119)

(2j + 1)(2j′ + 1)次元の (既約)表現を与える。

2 例 :

• D00(M, M∗) = 1

• D1
20(M, M∗) = M

• D01
2(M, M∗) = M∗

• D1
2

1
2(M, M∗) = M ⊗ M∗ Lorentz ベクトルの変換 (cf (100))
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3.1.9 ローレンツベクトルのスピナー表示

2 基本関係式 :

(σµ)αβ̇の本質:

SO(3, 1) ベクトル⇐⇒ SL(2, C) × SL(2, C)∗ の D1
2

1
2 表現

Vαβ̇ ≡ (σµ)αβ̇ V µ (120)

逆の関係: これを(σ̄µ)β̇αと縮約：

Vαβ̇(σ̄
µ)β̇α = (σν)αβ̇(σ̄

µ)β̇αV ν = Tr(σνσ̄
µ)V ν = 2V µ

⇓
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V µ =
1

2
Tr(V σ̄µ) (121)

2 スカラー積 V µUµのスピナー表現 :

下付bispinorから上付きbispinorを定義:

Uαβ̇ = εαγεβ̇δ̇Uγδ̇ = εαγεβ̇δ̇(σµ)γδ̇U
µ

= (εσµεT )αβ̇Uµ = (εσT
µεT )β̇αUµ

= (σ̄µ)
β̇αUµ (122)

これとVαβ̇を縮約⇒ 不変量

Vαβ̇Uαβ̇ = (σµ)αβ̇(σ̄
ν)β̇αV µUν

= Tr(σµσ̄ν)V µUν = 2V µUµ (123)
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2 微分演算子のスピナー表現 :

微分∂µもLorentz ベクトル⇒ bi-spinorで表せる

∂αβ̇ = (σµ)αβ̇∂µ = Tαβ̇,µ∂µ (124)

具体形:


∂11̇

∂12̇

∂21̇

∂22̇


 =




1 0 0 1

0 1 −i 0

0 1 i 0

1 0 0 −1




︸ ︷︷ ︸
T




∂0

−∂1

−∂2

−∂3


 =




∂0 − ∂3

−∂1 + i∂2

−∂1 − i∂2

∂0 + ∂3




次の公式も有用：

∂αβ̇∂γβ̇ = (σµ)αβ̇(σ̄
ν)β̇γ∂µ∂ν

=
1

2
(σµσ̄ν + σνσ̄µ)α

γ∂µ∂ν

= δγ
α∂µ∂µ = δγ

α∂2 (125)
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∂αβ̇∂αγ̇ = (σµ)αβ̇(σ̄
ν)γ̇α∂µ∂ν

=
1

2
(σ̄νσµ + σ̄µσν)γ̇

β̇∂µ∂ν

= δγ̇

β̇
∂µ∂µ = ∂ γ̇

β̇
∂2 (126)

ここで β̇ と γ̇を縮約すると

∂αβ̇∂αβ̇ = 2∂2 (127)

3.1.10 ２階のローレンツテンソルのスピナー表現

T µν =一般の二階のテンソル。
各ベクトル添え字をスピナーに変換：

Tαβ̇;γδ̇ = (σµ)αβ̇(σν)γδ̇T
µν (128)
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左辺 ∈ D1
2

1
2 ⊗ D1

2
1
2。

SL(2, C)およびSL(2, C)∗に対して、Clebsh-Gordan分解。

1

2
⊗ 1

2
= 1s ⊕ 0a , a = antisymmetric , s = symmetric

従って、全体の分解は

D1
2

1
2 ⊗ D1

2
1
2 = D11(9)︸ ︷︷ ︸

sym. traceless

⊕ D10(3)︸ ︷︷ ︸
SD

⊕ D01(3)︸ ︷︷ ︸
ASD

⊕ D00(1)︸ ︷︷ ︸
scalar

(129)

これは次のテンソルの分解に対応：

T µν =

(
T (µν) − 1

4
ηµνT ρ

ρ

)
+ T [µν] +

1

4
ηµνT ρ

ρ

= (10 − 1) ⊕ 6 ⊕ 1 (130)

ここで

T (µν) =
1

2
(T µν + T νµ) , T [µν] =

1

2
(T µν − T νµ) (131)
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以下で、特に

T [µν] = T
[µν]
SD + T

[µν]
ASD

l l
D10(3) D01(3) (132)

をを説明。

2 (Anti-)Self-Dualな反対称テンソル :

F µν =反対称テンソル:

その双対 (dual) F̃µν：

F̃µν ≡ i

2
εµνρσF ρσ (133)

ここで ε0123 ≡ 1 , ε0123 = −1 (134)

iの因子を付けておくと次の関係が成り立つ：

˜̃Fµν = Fµν (135)
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証明：

˜̃Fµν =
i

2
εµνρσF̃ ρσ =

i

2
εµνρσ

i

2
ερσλτFλτ

= −1

4
εµνρσελτρσFλτ =

1

2
(δλ

µδτ
ν − δτ

µδλ
ν )Fλτ = Fµν (136)

Self-dual (SD)およびanti-self-dual(ASD)テンソルの定義:

(SD) F̃ (+)
µν = F (+)

µν (137)

(ASD) F̃ (−)
µν = −F (−)

µν (138)

• 任意の反対称テンソルは、常にSDとASD部分に分解できる：

Fµν = F (+)
µν + F (−)

µν (139)

F (+)
µν =

1

2
(Fµν + F̃µν) , F (−)

µν =
1

2
(Fµν − F̃µν) (140)

F (+)
µν とF (−)

µν は互いに複素共役であることに注意：

F (−)
µν = F (+)

µν

∗
(141)
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(A)SDテンソルのローレンツ変換性

正規ローレンツ変換(i.e. det Λ = +1)のもとで、(A)SDテンソルは(A)SD

テンソルに写像される

演習 3.8 F µνがSDならば、それを正規ローレンツ変換したものF ′µν =

Λµ
ρΛ

ν
σF ρσ もまたSDであることを示せ。

解:

F̃ ′
µν =

i

2
εµνρσF ′ρσ

=
i

2
εµνρσΛρ

τΛ
σ

λF τλ

=
i

2
εµνρσΛρ

τΛ
σ

λ

i

2
ετλαβFαβ (142)

逆行列Λµ
νは次の関係式から求まる：

Λν
ρΛν

σ = δρ
σ (143)

これより、

Fαβ = Λγ
αΛδ

βF ′
γδ (144)
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ε0123 = −1を用いると、

F̃ ′
µν = −1

4
εµνρσΛρ

τΛ
σ

λετλαβΛγ
αΛδ

βF ′
γδ

= −1

4
εµνρσερσγδF ′

γδ det Λ

= det Λ F ′
µν = F ′

µν // (145)

2 (A)SD テンソルのスピナー表示 :

SDテンソル ∈ D10：すなわち

T(αγ) =
1

2
(Tαγ + Tγα) (146)

ここで

Tαγ ≡ εβ̇δ̇Tαβ̇;γδ̇ = εβ̇δ̇(σµ)αβ̇(σν)γδ̇T
µν

= (σµεσT
ν )αγT µν = (σµσ̄νε)αγT µν (147)

σµσ̄νεの対称性を調べる：

(σµσ̄νε)
T = εT σ̄T

ν σT
µ = (εT σ̄νε)

T (εTσT
µε)εT

= σνσ̄µεT= −σνσ̄µε (148)
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これを使うと

T(αγ) =
1

2
[(σµσ̄ν − σνσ̄µ)ε]αγ T µν

=
1

2
[(σµσ̄ν − σνσ̄µ)ε]αγ T [µν]

= −i(σµνε)αγT [µν] (149)

ここで

(σµν)α
β ≡ i

2
(σµσ̄ν − σνσ̄µ)α

β (150)

以前の考察より、σµνはSDテンソルであるはず。すなわち

σµν =
i

2
εµνρσσρσ (151)

演習 3.9 これをσµ, σ̄µの具体的な形を用いて示せ。
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これを用いると、

T(αγ) = −i
i

2
εµνρσ(σ

ρσε)αγT [µν]

= −i(σρσε)αγT̃[ρσ] = −i(σρσε)αγT̃ [ρσ] (152)

従って (149)と比較すると

T(αβ) = −i(σµνε)αβT (+)µν (153)

ASDテンソル ∈ D01も同様：

(σ̄µν)
α̇

β̇ ≡ i

2
(σ̄µσν − σ̄νσµ)

α̇
β̇ (154)

˜̄σµν = −σ̄µν (155)

T(α̇β̇) = εαγTαβ̇;γδ̇ = i(εT σ̄µν)α̇β̇T (−)µν (156)

演習 3.10 これらの関係式を証明せよ。
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3.2 相対論的自由場の方程式の構築

ローレンツ群とその表現 =⇒ ローレンツ共変な場の方程式

SL(2, C) × SL(2, C)∗の分解を最大限利用

3.2.1 Klein-Gordon(scalar)場の方程式

スカラー場 φ ∈ D00

共変性を満たす最も簡単な微分方程式

∂αβ̇φ = 0 (= (σµ)αβ̇∂µφ) (157)

しかし、∂µφ = 0 → φ = constant: 自明な配位のみゆえ不可。

• 非自明な方程式を得るには、不変な微分∂αβ̇∂αβ̇ = 2∂2を用いる必
要あり。　
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φに対して一次に限れば、最も一般的な方程式は、
1

2
∂αβ̇∂αβ̇φ = ∂2φ = −m2φ

s ss (∂2 + m2)φ = 0 Klein-Gordon方程式 (158)

フーリエ変換 =⇒ 相対論的な基本分散関係

E2 = ~p2 + m2 (159)

この基本分散関係はすべての相対論的な自由場に対して要請される。

3.2.2 Weyl 方程式

Weyl場 ξα ∈ D1
20

最も簡単な共変微分方程式:

∂αβ̇ξα = (σ̄µ)β̇α∂µξα = 0 Weyl方程式 (160)

σ̄µ = (1, ~σ) (µは上付き)
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• これは、スカラー場の場合と異なり、非自明な内容を持つ。
• m2 = 0のKG方程式を満たす:

0 = ∂γβ̇∂αβ̇ξα = δα
γ ∂2ξα = ∂2ξγ (161)

• 具体形と物理的内容

(∂t + σi∂i)ξ = 0 ⇔ E − ~p · ~σ = 0 (162)

Helicity 1を持つmassless フェルミオンを表す：

helicity ≡ h =
~p · ~σ

p
= 1 (163)

反Weyl場ηβ̇ ∈ D01
2

∂αβ̇ηβ̇ = (σµ)αβ̇∂µηβ̇ = 0 (164)

(∂t − σi∂i)η
. = 0 σµ = (1, −~σ) (165)

h = −1 (166)

Helicity −1を持つmasslessのフェルミオンを表す。
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3.2.3 Dirac 方程式

Weyl方程式はmasslessの fermionしか記述できない。
Massiveな fermionに対しては、 ξα ∈ D1

20 と ηβ̇ ∈ D01
2の両方が必要。

これらを用いると、次の閉じた方程式系が書ける：

∂αβ̇ξα = aηβ̇

(
D1

2
1
2 ⊗ D1

20 = ↗D11
2 ⊕ D01

2

)
(167)

∂αβ̇ηβ̇ = bξα

(
D1

2
1
2 ⊗ D01

2 = ↗D1
21 ⊕ D1

20

)
(168)

a, bは質量の次元を持つ。
各々の成分がKG方程式を満たすことを要求
∂γβ̇ を最初の方程式に作用させて、第2式を用いると

∂γβ̇∂αβ̇ξα = δα
γ ∂2ξα = −m2ξγ = a∂γβ̇ηβ̇ = abξγ

s ss ab = −m2 (169)

場を適当に rescale ⇒ a = bとできる⇒ a = b = −im ととれる：
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∂αβ̇ξα= −imηβ̇ (170)

∂αβ̇ηβ̇= −imξα (171)

Dirac spinorとDirac方程式

ξαとηβ̇を併せて、4成分のDirac場を定義：

ψ =

(
ξα

ηβ̇

)
(172)

⇒ 上記の方程式系は次のようにまとめて書ける：

−i

(
m 0

0 m

)
ψ =

(
0 ∂αβ̇

∂αβ̇ 0

)
ψ

=

(
0 (σµ)αβ̇∂µ

(σ̄µ)β̇α∂µ 0

)
ψ (173)
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ガンマ行列γµを次のように定義：

γµ ≡
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
=

{(
0 1

1 0

)
,

(
0 −~σ

~σ 0

)}
(174)

⇒ ψに対するDirac方程式:

(iγµ∂µ − m)ψ = 0 (175)

σµと σ̄µが満たす基本的なbiliear関係式

σµσ̄ν + σνσ̄µ = 2ηµν (176)

σ̄µσν + σ̄νσµ = 2ηµν (177)

⇒ γµの満たすClifford代数:

{γµ, γν} = 2ηµν (178)

• 高次元のディラック場を構成するには、この代数から出発するのが便
利。
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2 Chiral(Weyl)射影 :

Dirac場 ∈ D1
20 ⊕ D01

2

各成分を抽出する射影 = chiral (またはWeyl) 射影

γ5行列を次のように定義：

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =

(
1 0

0 −1

)
(179)

γ2
5 = 1 (180)

明らかに

γ5

(
ξα

ηα̇

)
=

(
ξα

−ηα̇

)
(181)

γ5の固有値=chirality。欲しい射影は

P± ≡ 1

2
(1 ± γ5) , P2

± = P± , P+P− = 0 (182)

⇒
P+ψ = ξ ∈ D1

20

P−ψ = η ∈ D01
2
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3.2.4 ベクトル場V µの満たす方程式: Proca及びMaxwell 方程式

Massive ベクトル場: Proca 方程式
m→0
=⇒ Maxwell 方程式

以下massiveの場合を考察:

2 一般的な構造の解析 :

ベクトル場 V µ ⇔ ξαβ̇ = (σµ)αβ̇V µ ∈ D1
2

1
2

微分 ∂ν ⇔ ∂αβ̇ = (σν)αβ̇∂ν ∈ D1
2

1
2

∂νV
µ ⇔ ∂αβ̇ξγδ̇は次のような表現に分解される：

D1
2

1
2 ⊗ D1

2
1
2 = D11 ⊕ D10 ⊕ D01 ⊕ D00 (183)

(1: 対称表現 0: 反対称表現 )

このままでは、右辺は多く(16個)の成分を持つことになる。これを次の操
作で制限する。
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1. SL(2)添え字のひとつのペアを縮約 (例：εαγとの縮約) ⇒ 反対称化
⇒ 対称部分 D11が落ちる。

2.残りの部分の添え字を対称化⇒ 反対称部分 D00が落ちる。

3. ⇒ D10とD01が残る。⇒ 新たな場 χ ∈ D10および η ∈ D01を導入。

4. χの運動項を得るために、∂をχに作用させると

D1
2

1
2 ⊗ D10 = D3

2
1
2 ⊕ D1

2
1
2

上記と同様に、添え字のペアを縮約⇒ D3
2

1
2部分が落ち、D1

2
1
2のみが残

る。これはベクトル場ξそのものと同定できる。

5. ∂ηに対する同様の考察⇒ D1
2

1
2 ⊗ D01 = ↗D1

2
3
2 ⊕ D1

2
1
2 3 ξ

これで場 ξ ∈ D1
2

1
2, χ ∈ D10, η ∈ D01に対して方程式系が閉じる。
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具体的にこれを書き下すと3

(i) ∂α(β̇ξα
γ̇) = a1η

(β̇γ̇) ∈ D01 (ASD)

(ii) ∂αβ̇η(β̇γ̇) = a2ξα
γ̇ ∈ D1

2
1
2 (vector)

(iii) ∂(αγ̇ξγ̇
β) = a3χ(αβ) ∈ D10 (SD)

(iv) ∂αβ̇χ(αγ) = a4ξ
β̇

γ ∈ D1
2

1
2 (vector)

このタイプの方程式: Dirac-Fierz-Pauli 方程式

• 場の成分の数 : 4(ξγ̇
α) + 3(ηβ̇γ̇) + 3(χαβ) = 10

• 運動方程式⇒ 独立成分は3成分 (以下で見る)。

3( ) は同種類の添え字の対称化を表す。
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2 Dirac-Fierz-Paluli方程式からProca方程式へ :

ローレンツ添え字を持った場で書き直し、ベクトル場がKG方程式を満た
すように定数aiを定める。

必要な変換公式

∂αβ̇ = (σµ)αβ̇∂µ (184)

∂αβ̇ = (σ̄µ)β̇α∂µ (185)

ξαβ̇ = (σµ)αβ̇Vµ

s ss ξα
β̇ = εβ̇γ̇ξαγ̇ = (σµεT )α

β̇Vµ (186)

ξβ̇
γ = εβ̇α̇ξT

α̇γ = (εσµT )β̇
γVµ = (σ̄µε)β̇

γVµ (187)

χαβ =
i

2
(σµνε)αβF (+)

µν (188)

ηα̇β̇ = − i

2
(εT σ̄µν)α̇β̇F (−)

µν

s ss ηα̇β̇ = − i

2
(σ̄µνεT )α̇β̇F (−)

µν (189)

注：以前の conventionでは、χαβは χαβ = −i(σµνε)αβχ(+)
µν と定義されるが、後の式が
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簡単になるように、χ(+)
µν = −1

2
F (+)

µν と置いた。同様に、η(−)
µν = −1

2
F (−)

µν 。

方程式(i)及び(iii)の解析

方程式(i)を再掲

∂α(β̇ξα
γ̇) = a1η

(β̇γ̇) (190)

上記の変換を行うと、Eq.(i)の左辺は

LHS =
1

2

{
(σ̄µ)β̇α∂µ(σ

νεT )α
γ̇Vν + (β̇ ↔ γ̇)

}

=
1

2

{
(σ̄µσνεT )β̇γ̇∂µVν + (β̇ ↔ γ̇)

}

恒等式(σ̄µσνεT )T = −σ̄νσµεTを用いてこれを書き直す

LHS =
1

2

(
(σ̄µσν − σ̄νσµ)εT

)β̇γ̇
∂µVν

=
1

2i
(σ̄µνεT )β̇γ̇Vµν (191)

ここで Vµν ≡ ∂µVν − ∂νVµ (192)
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σ̄µνがASDであることを考慮してEq.(i)の右辺と比較すると、

a1F
(−)
µν = V (−)

µν (193)

全く同様にして、Eq.(iii)より

a3F
(+)
µν = −V (+)

µν (194)

方程式(ii)及び(iv)の解析

方程式(ii)を再掲

∂αβ̇η(β̇γ̇) = a2ξα
γ̇ (195)

左辺を書き換えると

LHS = (σµ)αβ̇∂µ

1

2i
(σ̄νρεT )β̇γ̇F (−)

νρ

=
1

2i
(σµσ̄νρεT )α

γ̇∂µF (−)
νρ (196)
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σµσ̄νρの分解公式

この積の群論的な構造: D1
2

1
2 ⊗ D01 = D1

2
1
2 ⊕ ↗D1

2
3
2 。

D1
2

3
2部分は、σµ と σ̄νρが縮約され、スピナー添え字が反対称化されてい

るので現れない。
⇒ D1

2
1
2に属する σµのみで書けるはず。可能な形は

σµσ̄νρ = b(ηµνσρ − ηµρσν) + cεµνρλσλ (197)

係数b, cは添え字µ, ν, ρに具体的な数を入れて比較すると容易に求まる。

σµσ̄νρ = i(ηµνσρ − ηµρσν) + εµνρλσλ (198)

σ̄µσνρ = i(ηµνσ̄ρ − ηµρσ̄ν) + εµνρλσ̄λ (199)

これらの恒等式を用いると、Eq. (ii)及び(iv)から次の二つの式が得られる:
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∂µF (−)
µν = a2Vν (200)

∂µF (+)
µν = −a4Vν (201)

• これより、a2 6= 0またはa4 6= 0ならば、∂µVµ = 0となる

方程式系の整合性

これまでのまとめ

∂µF (−)
µν = a2Vν (202)

∂µF (+)
µν = −a4Vν (203)

a1F
(−)
µν = V (−)

µν (204)

a3F
(+)
µν = −V (+)

µν (205)

∂µを (204)に作用

a1∂
µF (−)

µν = ∂µV (−)
µν =

1

2
∂µ(Vµν − Ṽµν)

=
1

2
(∂2Vν − ∂ν(∂ · V )) ⇐ ∂µṼµν = 0 (206)
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式 (202)を代入

a1a2Vν =
1

2
(∂2Vν − ∂ν(∂ · V )) (207)

同様にして、(202)と (203)より

a3a4Vν =
1

2
(∂2Vν − ∂ν(∂ · V )) (208)

• Vνが質量mのKG方程式を満たすことを要求すると4

a1a2 = a3a4 = −m2

2
(209)

a1 = 1, a3 = −1を選択⇒ F (±)
µν = V (±)

µν ⇐ (204), (205)

a2 = −a4 = −m2/2

⇓
Proca 方程式

4すでに述べたように、この場合には∂ · V = 0は自動的。
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Fµν = ∂µVν − ∂νVµ (210)

∂µFµν = −m2Vν(≡ jν) (211)

∂µVµ = 0 (212)

• m2 6= 0 ⇒ ∂µVµ = 0は第2式から従う。
⇒ Proca場は3個の独立な自由度を持つ。

• m2 = 0 ⇒ masslessのMaxwell 方程式
この場合には、∂µVµ = 0の条件を課す必要がないことに注意。

• Proca場の方程式は局所的なゲージ不変性を持たない。自発的対称性
の破れによるヒッグズ機構 (の一部)と解釈される。
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2 Proca場の応用： Londonによる超伝導の有効理論:

Proca場の最初の出現： London兄弟による超伝導のマクロな有効理論5。

V µをeffectiveなMaxwell場Aµと同定。
⇒ Proca方程式: カレント ∝ ベクトルポテンシャル

jµ = −m2Aµ London方程式 (の相対論的な形) (213)

電気的なソースがなく (i.e. A0 = 0)しかも時間依存性がない (∂2
t

~A = 0)

場合のmassiveなKG方程式：

(−~∇2 + m2) ~A = 0 (214)

このcurlをとり、~∇ × ~A = ~Bを用いると、

~∇2 ~B =
1

λ2
L

~B , λL =
1

m
= London penetration depth

この解は、Meissner 効果を記述する:

~B(~x) = ~B0e
− 1

λL
n̂·~x

, n̂2 = 1 (215)
5F. London and H. London, Proc. Roy. Soc. (London) A149, (1935) 72.
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演習 3.11 スピン3/2を持つ、massiveなRarita-Schwinger場ψµαの満た
す方程式を、次の二つの既約表現を用いて構成せよ。

ξ(αβ)
γ̇ ∈ D11

2 , χα
(β̇γ̇) ∈ D1

21 (216)

注: ψµαは16成分を持つように見えるのに対し、ξ と χ は併せて12の自
由度しか持たないことに注意。⇒ ψµαに拘束を課して、スピン1/2部分
を表す4成分を落とす必要あり。
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3.3 場のローレンツ不変な作用の構成

ミクロな基本作用の持つべき性質：

1. Locality: ⇔ 作用は同一点での場の積で構成され、微分の数は有限。

2. Reality or Hermiticity: ⇐ エネルギー=ハミルトニアンは実。量
子レベルでは、エルミート性の要請。特殊な場合を除いて(下の注参照)

エルミート演算子の固有値は実。

3. Lorentz Invariance:

注: 特殊な場合には、エルミート演算子は複素固有値を持つことができる。O =エル
ミート演算子、v =固有値λに属する固有ベクトルとすると

Ov = λv

r rr (v, Ov) = λ(v, v) = (Ov, v) = (v, Ov)∗ = λ∗(v, v)

r rr (λ − λ∗)(v, v) = 0 (217)

⇒ λは、(v, v) 6= 0の場合は実。vがゼロノルムを持つ場合にはλは実である必要は

ない。
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3.3.1 自由場の作用

上記の一般的要請を満たし、自由場の運動方程式を生成する作用を構成す
る。

単位系: ~ = c = 1となるようにとる。
次元の勘定

S ∼ ~ ∼ px ∼ Mcx ∼ ML ∼ 1

s ss L ∼ 1

M
(218)

以下演算子Oのmass次元を [O]と記す。

2 Klein-Gordon (scalar) 場:

運動方程式とそれを生成する作用

(∂2 + m2)φ = 0 (219)

S =

∫
d4x

1

2
φ(∂2 + m2)φ (220)
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φの次元: 運動項の部分から読み取る

0 = −4 + 2 + 2[φ] ⇒ [φ] = 1 (221)

2 Weyl 場:

ξα ∈ D1
20の場合: 運動方程式

∂αβ̇ξα = 0 (222)

ローレンツ不変量を作るには、D01
2のように変換する場が必要。

⇒ ξαの複素共役(ξα)∗ = ξ∗
α̇を用いる。

明らかなローレンツ不変量は

Iξ = ξ∗
β̇
∂αβ̇ξα = ξ∗

β̇
(σ̄µ)β̇α∂µξα = ξ†σ̄µ∂µξ (223)

Realityの問題

• 線形運動方程式(222)のレベルでは、ξαは通常の数(c#)の関数と見な
せる。
• フェルミオンを記述する場としてその二次の作用を書くときには、フェ
ルミオンに対してはコヒーレントな古典場は存在せず、第二量子化の形式
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で意味のあるフェルミ場は既に量子化された反可換な振動子で記述される
ことに注意。
• ⇒ フェルミ場に対しては、何らかの有効な“古典場”の概念を導入し
て、その複素共役を定義しなければならない。
その定義は、経路積分法で用いられたときに、反可換な場を用いるオペレー
ター形式と整合的な結果を出すものでなければならない。

整合的な答え： ξαはグラスマン代数のodd element (グラスマン数=反可
換な c#)と解釈する。そのような要素α, βは次の性質を満たすものとして
定義される：

αβ = −βα , (αβ)∗ ≡ β∗α∗ (224)

「複素共役」“ ∗ ” はエルミート共役と同じ性質を持つように定義。
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Iξの複素共役と正しい実作用 :

恒等式 (σ̄µ)∗ = (εσµTεT )∗ = εσµεT を用いると (223)の複素共役は、

I∗
ξ = (ξ†σ̄µ∂µξ)∗ = ∂µξ∗

α̇((σ̄µ)β̇α)∗ξβ = ∂µξ∗
α̇(εσµεT )βα̇ξβ

= ∂µξ∗
α̇(εσµTεT )α̇βξβ = ∂µξ∗

α̇(σ̄µ)α̇βξβ = ∂µξ†σ̄µξ (225)

• Iξ + I∗
ξは全微分 ! ⇒ 作用として用いることはできない。

• もう一つの実の組み合わせを採用:

Lξ =
i

2

(
ξ†σ̄µ∂µξ−∂µξ†σ̄µξ

)
=

i

2
ξ†σ̄µ

↔
∂µ ξ (226)

δ
∫

d4xLξ = 0 ⇒ σ̄µ∂µξ = 0: 正しい運動方程式

ηα̇ ∈ D01
2の場合:

Lη =
i

2
η†σµ

↔
∂µ η (227)

Weyl (及びDirac)場の質量次元: 4 = 1 + 2[ξ] ⇒ [ξ] = 3/2

qft1-3-71



2 Dirac 場:

Dirac場のラグランジアンの運動項:

Lkin
ψ = Lξ + Lη =

i

2
ξ†σ̄µ∂µξ +

i

2
η†σµ∂µη

=
i

2
(η†, ξ†)

(
0 σµ

↔
∂µ

σ̄µ
↔
∂µ 0

) (
ξ

η

)

=
i

2
(ξ†, η†)

(
0 1

1 0

)
γµ

↔
∂µ

(
ξ

η

)

=
i

2
ψ†γ0γµ

↔
∂µ ψ

=
i

2
ψ̄γµ

↔
∂µ ψ (228)

ここで

ψ̄ ≡ ψ†γ0 = Dirac conjugate (229)
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質量項: ξとηを結ぶ

Lm
ψ = −mη†ξ + ξ†η = −m(ξ†, η†)

(
0 1

1 0

) (
ξ

η

)

= −mψ̄ψ (230)

全体のラグランジアン

Lψ = Lkin
ψ + Lm

ψ =
i

2
ψ̄γµ

↔
∂µ ψ − mψ̄ψ (231)

作用のレベルでは、表面項を無視すれば、次のよく見る形に書き換えら
れる：

−
∫

d4x
i

2
∂µψ̄γµψ '

∫
d4x

i

2
ψ̄γµ∂µψ

s ss Sψ =

∫
d4xψ̄(iγµ∂µ − m)ψ (232)
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2 Proca 場:

Proca場の運動方程式

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

∂µFµν = −m2Aν (233)

∂µAµ = 0

これらは次の作用から生成されることが容易にチェックできる：

SA =

∫
d4x

(
−1

4
F µν[A]Fµν[A] +

m2

2
AµAµ

)
(234)

• スカラー場の場合と同様Aµの次元は1。
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3.3.2 相互作用ラグランジアン

2 Scalingの解析 :

相互作用ラグランジアンの一般形:

Lint =
∑

i

giOi , [gi] = 4 − [Oi] (235)

一般にgiは次元を持つ⇒ エネルギー(mass)スケールを指定して始めてそ
の「大きさ」を議論できる。
あるmass scale MでLintを定義し、これを無次元結合定数g

(0)
i を用いて

書き直す:

Lint =
∑

i

g
(0)
i

M [Oi]−4
Oi (236)

Mよりうんと低いスケール∼ µでは、これらの項は次のように振る舞う：

∑

i

g
(0)
i

M [Oi]−4
µ[Oi] =

∑

i

g
(0)
i

(
µ

M

)[Oi]−4

µ4 (237)
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• 次元が4のオペレーターを基準にすると、低エネルギーでは、次元が4

以上のオペレーターの寄与は非常に小さい。そのようなOi = “irrelevant”

operator

• 一方、Mよりうんと大きなエネルギースケールΛでの振る舞いは、

∑

i

g
(0)
i

M [Oi]−4
Λ[Oi] =

∑

i

g
(0)
i Λ4

(
Λ

M

)[Oi]−4

(238)

次元4のオペレーターと比較して、“irrelevant ” operatorsの寄与は非常に大
きくなり、しばしばコントロールすることができない“繰り込み不可能”な
振る舞いを惹き起こす。
⇔ オペレーターの個数が当初は有限であっても、それを挿入したプロセ
スから無限個の高い次元のオペレーターが生成されてしまう。⇒ 後述

• たちのよい場の理論を作るには、ミクロな理論においてはそれらの
“irrelevant”なオペレーターを除外する必要がある。
それから得られる低エネルギー有効作用においては、それらのオペレーター
は生成されるが、その係数は計算可能であり、通常無視できるほど小さい。
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2 繰り込み可能な相互作用 :

ローレンツ不変性を考慮すると、スピン0, 1
2
, 1を持つ場の許される (繰り

込み可能な)相互作用を列挙することができる6。

全微分と内部対称性の添え字を除いて、許される相互作用は以下のように
なる。

[O] = 2:

φ2 , A2 (239)

[O] = 3:

φ3 , φ∂ · A , ψ̄ψ , ψγ5ψ , (240)

[O] = 4:

φ4 , ∂φ · ∂φ , (A2)2 , φ2A2 , φ2∂ · A , A2∂ · A

(∂ · A)2 , ψ̄ψφ , ψ̄γ5ψφ , ψ̄γµψAµ , ψ̄γµγ5ψAµ (241)
6スピン3/2及び2を持つ場は重力理論と関係しており、場の理論のレベルでは摂動論

的に繰り込み不可能であることが知られている。
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繰り込み不可能な相互作用の例:

φ6相互作用⇒ 1ループで8点関数が発散し、log(Λ/m) × φ8なる項が生
成される。

φ8相互作用があるとさらに10点関数が発散。
これが繰り返され、結局理論は有限の数の結合定数の調整では制御できな
くなり、繰り込み不可能となる。
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4 対称性の原理

4.1 Noetherの定理
4.2 Schwingerの作用原理

4.1 Noetherの定理

系の対称性 (変換に対する不変性)の帰結を表現する基本定理:

Emmy Noether (1918)

基本定理： 一般の変換に対する作用の不変性から従う帰結

応用

第一定理: 変換が有限次元の群の作用である場合
第二定理: 変換が無限次元の群 (ゲージ群)の作用である場合
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2 基本定理 :

一種類の場φ(x)がある場合: (複数の場がある場合への拡張は容易。)

作用の一般形を次の形に書く1：

S =

∫

Ω

[dx]L(φ(x), ∂µφ(x)) (1)

[dx] =積分測度 Ω =積分領域

一般的な無限小変換を考える

xµ → yµ = xµ + ∆xµ , Ω → Ω′ (2)

φ(x) → φ′(y) = φ(x) + ∆φ(x) (3)

φ′は関数形の変化を表す。
∆はtotal variationを表す記号。

(特別な場合： φ(x)が “スカラー” ⇔ ∆φ = 0。 内部対称性の場合:

∆xµ = 0。)

1高階の微分、∂µ∂νφ等、を許す場合への拡張は演習。
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Lie変分=同一座標点xでの場の形の変化: δ̄φ(x) = φ′(x) − φ(x)

(3)の左辺: φ′(x + ∆x) ' φ′(x) + ∆xµ∂µφ(x)

⇒ δ̄φ(x) = φ′(x) − φ(x) = ∆φ(x) − ∆xµ∂µφ(x) (4)

s ss 全変分とLie変分の関係

∆φ(x) = δ̄φ(x) + ∆xµ∂µφ(x) (5)

Lagrange微分: Lagrange微分δL/δφを次のように定義：

δL
δφ

≡ ∂L
∂φ

− ∂µ

∂L
∂∂µφ

(6)

φが運動方程式を満たす ⇔ Lagrange微分がゼロ
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Noetherの基本定理:

1. 基本恒等式: 上記の一般的な無限小変換のもとでの作用の変化は次の
ように書ける

S′ − S =

∫

Ω

[dx]

(
∂µjµ +

δL
δφ

δ̄φ

)
(7)

ここでcurrent jµは

jµ =
∂L

∂∂µφ
δ̄φ + ∆xµL (8)

⇓
2. 基本定理: 上記の変換が系の対称変換である場合、すなわちそれに対
して作用が任意の領域Ωにおいて不変である場合、局所的に

∂µjµ +
δL
δφ

δ̄φ = 0 (9)
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が成り立つ。

さらに、運動方程式を満たす配位に対しては、カレントの保存 ∂µjµ = 0

が成り立ち、space-like surface Σ上の積分で定義される chargeが保存され
る：

0 =

∫ Σ2

Σ1

∂µjµ =

∫

Σ2

jµdΣµ −
∫

Σ1

jµdΣµ (10)

s ss Q(Σ1) = Q(Σ2) , Q(Σ) ≡
∫

Σ

jµdΣµ (11)

特に、Σをt =一定の面にとればそれに直行するベクトルdΣµは(d3x, 0, 0, 0)

となり、 Q =
∫

d3xj0 と表される。

• 明らかに、基本定理は基本恒等式から直ちに従う。
• この段階でのjµはまだ変換のparameterを含んでいることに注意。
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基本恒等式の証明:

変換後の作用は

S′ =

∫

Ω′
[dy]L(φ′(y), ∂µφ′(y)) (12)

まず、場の変化をyでのLie変分で書き表す: φ′(y) = φ(y) + δ̄φ(y)。
微小量の一次のオーダーまでとると

S′ =

∫

Ω′
[dy]L(φ(y), ∂µφ(y)) +

∫

Ω

[dx]

(
∂L
∂φ

δ̄φ +
∂L

∂∂µφ
∂µδ̄φ

)

(13)

第一項の積分領域Ω′をもとに戻すために、xでの表式に書き換える:
∫

Ω′
[dy]L[y] =

∫

Ω

∣∣∣∣
∂y

∂x

∣∣∣∣ [dx]L[x + ∆x]

=

∫

Ω

∣∣∣∣
∂y

∂x

∣∣∣∣[dx] (L[x] + ∆xµ∂µL) (14)

(∂µLは、Lの全てのx依存性についての微分。)
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ヤコビアンの計算:

行列MをMν
µ ≡ ∂µ∆xν(=微小) と定義すると

∣∣∣∣
∂y

∂x

∣∣∣∣ = det |1 + M | = exp Tr ln(1 + M) ' exp TrM ' 1 + ∂µ∆xµ

s ss [dy] = [dx](1 + ∂µ∆xµ) (15)

これらを代入すると

S′ =

∫

Ω

[dx](1 + ∂ρ∆xρ)

(
L + ∆xµ∂µL +

∂L
∂φ

δ̄φ +
∂L

∂∂µφ
∂µδ̄φ

)

=

∫

Ω

[dx]

[
L + ∂µ(∆xµL) +

δL
δφ

δ̄φ + ∂µ

(
∂L

∂∂µφ
δ̄φ

)]

=

∫

Ω

[dx]

[
L +

δL
δφ

δ̄φ + ∂µ

(
∂L

∂∂µφ
δ̄φ + ∆xµL

)]
(16)

第１項はSを与えるから、これを引くと、基本恒等式 (7)を得る。//
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Remark 1: ヤコビアンの計算の幾何学的理解：

(13)の第一項とSの差をとると
∫

Ω′
[dy]L[y] −

∫

Ω

[dx]L[x] (17)

∂Ω = Ω′ − Ωの部分の体積は∆xµdΣµ

従って、上記の差はStokesの定理を用いて
∫

∂Ω

dΣµ∆xµL[x] =

∫

Ω

[dx]∂µ(∆xµL)

(18)

これは正しく∆xµに依存する部分の寄与
を与えている。

∆xµ

dΣµ

∂Ω = ∆xµdΣµ
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Remark 2: Sを不変にしない任意の変換の場合:

基本恒等式はこの場合でも成立。運動方程式を満たす配位を考え、領域を
space-likeな面 Σ1, Σ2に囲まれた部分とすると

∆S =

∫ Σ2

Σ1

[dx]∂µjµ = G[Σ2] − G[Σ1] (19)

ここで G[Σ] =

∫

Σ

jµdΣµ = Charge (20)

この式は次節で述べるSchwingerの作用原理の基本式となる。

2 適用例 1: 1粒子の場合のエネルギー保存 :

Lagrangian Lが時間tに陽に依らないなら (すなわちL = L(x(t), ẋ(t)))

作用は時間並進

t → t′ = t + ε (21)

に対して不変。
粒子の座標x(t)は並進に対してスカラー⇔ ∆x = 0
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⇒ Lie変分

δ̄x = 0 − ε∂tx = −εẋ (22)

基本定理を適用⇒ 次の“カレント”が保存

j =
∂L

∂ẋ
δ̄x + εL = p(−εẋ) − εL = ε(L − pẋ) = −εH (23)

εは任意⇒ Hが保存

2 適用例 2: U(1)対称性をもつ複素スカラー場理論における電荷保存 :

φ(x) =複素スカラー場

L =
1

2
∂µφ∂µφ∗ − m2|φ|2 − λ

4
|φ|4 (24)

Lは次のglobalなU(1)変換に対して不変

φ′(x) = e−ieΛφ(x) (25)
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Λを無限小とすれば

∆φ(x) = δ̄φ(x) = −ieΛφ(x) (26)

∆φ(x)∗ = δ̄φ(x)∗ = ieΛφ(x)∗ (27)

基本定理を適用⇒ 次のカレントが保存

jµ =
∂L

∂∂µφ
δ̄φ +

∂L
∂∂µφ∗ δ̄φ∗ =

1

2
∂µφ∗(−ieΛφ) +

1

2
∂µφ(ieΛφ∗)

=
ie

2
φ∗ ↔

∂µ φΛ (28)

Λは任意⇒ 有限な保存カレントとして

Jµ =
ie

2
φ∗ ↔

∂µ φ (29)

を得る。
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2 Noetherの第一定理 :

作用を不変にする変換は、変換群Gをなす。

dim G =

{
finite : global sym

∞ : local or gauge sym
(30)

Noetherの第一定理= Gが有限なLie群の場合に基本定理を適用したもの。

Xa : xµに対するGの生成子
Ta : φに対するGの生成子
εa : 無限小のglobal 変換のparameter

∆xµ = εaXax
µ = εa(ξν

a(x)∂ν)x
µ = ξµ

a(x)εa (31)

∆φ = εaTaφ (32)

φは一般に多成分場、Taは行列だが、その成分の添え字は省略する。
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Lie変分は

δ̄φ = ∆φ − ∆xµ∂µφ = (Taφ − ξµ
a∂µφ)εa (33)

この変換に対して系が不変ならば、基本定理に代入し、εaをはずすと次の
有限な関係式を得る：

Noetherの第一定理

∂µjµ
a = −δL

δφ
(Taφ − ξµ

a∂µφ) (34)

jµ
a =

∂L
∂∂µφ

(Taφ − ξµ
a∂µφ) + ξµ

aL (35)

運動方程式が成り立てば、currents jµ
aは保存する。
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Remark 1:

L =上記の変換に対して不変なLagrange密度。
K =対称性を破る付加項⇒ 全Lagrange密度 = L + K
系全体の運動方程式が満たされているとすると、

δ(L + K)

δφ
= 0 ⇒ δL

δφ
= −δK

δφ
(36)

Lの部分に対してはNoetherの定理 (34)が成り立つから

∂µjµ
a = −δL

δφ
(Taφ − ξµ

a∂µφ)

=
δK
δφ

(Taφ − ξµ
a∂µφ) 6= 0 (37)

従って、currentの保存則は付加項により一定の規則で破れる。これを、“

partial conservation”と呼ぶ。
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Remark 2:

• 内部対称性の場合: ∆xµ = 0 ⇒ カレントは簡単な形 jµ = ∂L
∂∂µφ

δ̄φ.

このとき、基本定理からLagrangian自体が不変であることが言える。
証明:

δ̄L =
∂L
∂φ

δ̄φ +
∂L

∂∂µφ
∂µδ̄φ =

δL
δφ

δ̄φ + ∂µ

(
∂L

∂∂µφ
δ̄φ

)

jµの形
=

δL
δφ

δ̄φ + ∂µjµ 基本定理= 0 (38)

• 逆に言えば、∆xµ 6= 0の一般の場合、Lagrangian のLie variationで
不変にならない部分は ∆xµL項を与える。実際

δ̄L =
δL
δφ

δ̄φ + ∂µ

(
∂L

∂∂µφ
δ̄φ

)

=
δL
δφ

δ̄φ + ∂µjµ − ∂µ(∆xµL) = −∂µ(∆xµL) (39)

ここで、jµは基本定理に現れる保存カレント(∂L/∂∂µφ)δ̄φ + ∆xµL。
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Remark 3: εa → εa(x)のlocal化を利用して保存カレントを求める方法

1.内部対称性の場合:

Lagrangianはもはや不変でなくなるが、それは∂µφの変換においてεaを
local化したことから余分に生ずる項、すなわちTaφ∂µεaのためである
から

δ̄L =
∂L

∂∂µφ
Taφ∂µεa = jµ

a∂µεa (40)

∂µεaの係数としてjµ
aが読み取れる。

2. ∆xµ = ξµ
aεa 6= 0の場合:

恒等式(39)から出発。∂µjµを∂µεaを含む部分と含まない部分に次のよ
うに分けられる：

∂µjµ = ∂µjµ
aεa + jµ

a∂µεa (41)

ここでjµ
aは (35)で与えた保存カレント

jµ
a =

∂L
∂∂µφ

(Taφ − ξν
a∂νφ) + ξµ

aL (42)
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基本方程式 (δL/δφ)δ̄φ + ∂µjµ
aεa = 0を用いると、(39)は次のように

書き換えられる

δ̄L =
δL
δφ

δ̄φ + ∂µjµ

︸ ︷︷ ︸
∂µj

µ
a εa+j

µ
a ∂µεa

−∂µ(∆xµL)

= jµ
a∂µεa−∂µ( ∆xµ︸ ︷︷ ︸

ξ
µ
aεa(x)

L)

=
∂L

∂∂µφ
(Taφ − ξν

a∂νφ)∂µεa + ξµ
aL∂µεa−∂µ(ξ

µ
aεaL)

=
∂L

∂∂µφ
(Taφ − ξν

a∂νφ)∂µεa − ∂µ(ξ
µ
aL)εa

= jµ,0
a ∂µεa − ∂µjµ,1

a εa (43)

まとめ： 保存カレントjµ
aは δ̄Lの∂µεaおよびεaに比例する部分を読

み取ることにより次のように求められる (符号に注意)
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δ̄L = jµ,0
a ∂µεa − ∂µjµ,1

a εa (44)

jµ
a= jµ,0

a + jµ,1
a (45)

2 適用例: 1粒子の場合のエネルギー保存:

L =
1

2
ẋ2 − V (x) , δ̄x = −εẋ (46)

ここでε ⇒ ε(t)として δ̄Lを計算

δ̄L =
∂L

∂ẋ
δ̄ẋ +

∂L

∂x
δ̄x = ẋ

d

dt
(−εẋ) + εẋ

dV

dx
= −ε̇ẋ2 − εẋẍ + εẋ

dV

dx

= ε̇(−ẋ2︸︷︷︸
j0

) − ε
d

dt

(
1

2
ẋ2 − V

︸ ︷︷ ︸
j1

)
(47)

従って、求める保存カレントはj0 + j1 = −1
2
ẋ2 − V = −H。
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2 Noetherの第二定理 :

局所ゲージ変換に対して不変な理論に基本定理を適用

ゲージ変換の形: εa(x)を局所パラメーターとして、一般的な次の形のto-

tal variationを扱う。

∆φ = Aa(x, φ, ∂φ)εa(x) + Bµ
a(x, φ, ∂φ)∂µεa(x) (48)

∆xµ = Cµ
a (x)εa(x) (49)

Lie 変分は δ̄φ = ∆φ − ∆xµ∂µφ。これは∆φと同タイプなので、次のよ
うに書く

δ̄φ = aa(x, φ, ∂φ)εa(x) + bµ
a(x, φ, ∂φ)∂µεa(x) (50)

aa = Aa − ∂µφCµ
a , bµ

a = Bµ
a (51)

• 通常の (非可換)ゲージ変換は (∆xµ = 0とした) このタイプ
• 特にゲージ場の変換に対してはBµ

a項はゼロでない。
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例: Maxwell 理論

L = −1

4
FµνF

µν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (52)

ゲージ変換 δ̄Aµ = ∂µΛ (53)

⇔ bν
µ = δν

µ , ε = Λ , a = 0 (54)

基本定理の適用

∂µjµ +
δL
δφ

(aaε
a + bµ

a∂µεa) = 0 (55)

jµ =
∂L

∂∂µφ
(aaε

a + bρ
a∂ρε

a) + ∆xµL (56)

• 運動方程式を満たす配位に対して、jµが保存。
但し、jµはまだ local parameter εa(x)を含んでいる。
• εa(x)の特別な場合として、xに依らないglobalな変換もある。その場
合には、上記の式で∂µεa = 0とした関係式が成り立つ。
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基本定理の有用な帰結

1. Localな恒等式の導出

(55)の第3項を書き換える：

δL
δφ

bµ
a∂µεa = ∂µ

(
δL
δφ

bµ
aεa

)
− ∂µ

δL
δφ

bµ
aεa − δL

δφ
εa∂µbµ

a (57)

⇒ (55)は次の形になる：

(
aa

δL
δφ

− ∂µ

(
δL
δφ

bµ
a

))
εa = −∂µ

(
jµ + bµ

aεaδL
δφ

)
(58)

右辺はtotal divergence。
領域Ωのboundary ∂Ω上でεa(x) = ∂µεa(x) = 0となるようにparameter

εa(x)をとる。⇒ (56)より境界上で jµ = 0
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(58)をΩで積分すると、右辺はゼロとなり
∫

Ω

[dx]

(
aa

δL
δφ

− ∂µ

(
δL
δφ

bµ
a

))
εa = 0 (59)

Ωの内部ではεa(x)はまだ任意⇒ 次の localな関係式を得る：

∂µ

(
δL
δφ

bµ
a

)
= aa

δL
δφ

(60)

• 運動方程式は用いていないので恒等式

• これは“covariant conservation”の形に書き換え可能。

bµ
aの逆行列hb

µを bµ
ahb

µ = δb
aと定義

aa = abδ
b
a = (abh

b
µ)b

µ
a ⇒ (60)は次の形に書ける：

∇µ

(
bµ

a

δL
δφ

)
= 0 , ∇µ ≡ ∂µ − abh

b
µ (61)
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注: “covariant conservation”の式は、恒等式を書き換えただけであり、物理
量の保存を表しているのではない。

例1. Maxwell理論の場合: (60)を書き下すと

∂ρ

(
δρ

ν∂µF µν
)

= 0 ⇔ ∂µ∂νF
µν = 0 (62)

これは確かに恒等式。

例2. Scalar 電気力学の場合： φ = complex scalar

Lagrangian

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
(Dµφ)∗Dµφ (63)

Dµ ≡ ∂µ + ieAµ (64)

ゲージ変換

δ̄Aµ = ∂µΛ , δ̄φ = −ieΛφ (65)
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⇔ ゲージ変換のparameters

aµ = 0 , bν
µ = δν

µ (66)

aφ = −ieφ , bν
φ = 0 (67)

aφ∗ = ieφ∗ , bν
φ∗ = 0 (68)

Lagrange微分

δL
δAν

= ∂µFµν − Jν (69)

ここで Jν =
i

2
e(φ∗ ↔

∂ν φ) − e2Aνφ
∗φ (70)

δL
δφ

= −1

2
(DµDµφ)∗ (71)

δL
δφ∗ = −1

2
(DµDµφ) (72)
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(60)式の具体形：

0 = −ieφ
δL
δφ

+ ieφ∗ δL
δφ∗ − ∂ν δL

δAν

= −ieφ

(
−1

2
(DµDµφ)∗

)
+ ieφ∗

(
−1

2
(DµDµφ)

)

− (∂µ∂νFµν − ∂νJν) (73)

• これが実際恒等式を与えていることは容易に確かめることができる。

• 恒等式 ∂µ∂νFµν = 0を適用したあと、φの運動方程式DµDµφ = 0

を課す ⇒ カレントの保存則 ∂νJν = 0

• Jνはglobalな変換に対する不変性から導かれるNoether currentに一致
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2. 基本定理のさらなる帰結

Localな恒等式 (60)を基本定理 (58)に代入。⇒ (58)の左辺= 0

⇒ 保存則

0 = ∂µ

(
jµ + bµ

aεaδL
δφ

)

= ∂µ

(
∂L

∂∂µφ
(aaε

a + bν
a∂νε

a) + Cµ
a εaL + bµ

aεaδL
δφ

)

= ∂µ

(
Jµ

a εa +
∂L

∂∂µφ
bν

a∂νε
a + bµ

aεaδL
δφ

)
(74)

ここで

Jµ
a =

∂L
∂∂µφ

aa + Cµ
a L = 通常のNoether カレント (75)
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さらに運動方程式 δL/δφ = 0を課すと

0 = ∂µ

(
Jµ

a εa +
∂L

∂∂µφ
bν

a∂νε
a

)

= (∂µJµ
a )εa +

(
Jµ

a + ∂ν

(
∂L

∂∂νφ
bµ

a

))
∂µεa +

∂L
∂∂µφ

bν
a∂µ∂νε

a (76)

εa(x)は任意 ⇒ 3つの関係式が同時に得られる：

(i) ∂µJµ
a = 0 (77)

(ii) Jµ
a = −∂ν

(
∂L

∂∂νφ
bµ

a

)
(78)

(iii)
∂L

∂∂µφ
bν

a∂µ∂νε
a = 0 (79)

⇒ ∂L
∂∂µφ

bν
aはµ, νに関して反対称 (80)
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(iii)の反対称テンソルを

Fµν
a ≡ ∂L

∂∂νφ
bµ

a (81)

と置くと(ii)は

Jµ
a = −∂νFµν

a (82)

Fµν
a の反対称性⇒ (i)は自明。

まとめ:

Local対称性の場合には global対称性によって保存するカレントJµ
a

は必ず反対称テンソル (∂L/∂∂νφ)bµ
aのdivergenceで書け、自明に

保存する形になる。
⇒ Gaussの定理により保存chargeは2次元表面積分で書ける：

Qa =

∫

V

d3xJ0
a = −

∫
d3xV ∂iF i0

a =

∫

∂V

dSn̂iF0i
a (83)

⇔ Gaussの法則の一般化
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演習 1. Maxwell理論および scalar電気力学の場合に、具体的にこれを確
かめよ。
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4.2 Schwingerの量子作用原理

• 古典解析力学のHamilton-Jacobi形式の量子版。
• 量子化の規則と量子的なネーター(Noether)の定理を統一的に得ること
ができる。

4.2.1 粒子系に対する量子作用原理

2 古典力学の Hamilton-Jacobi形式の復習 :

qk(t)k=1∼n: n粒子に対する一般化された座標
奇跡Cに沿った古典的な作用

S21[C] =

∫ t2

t1

dtL(qk, q̇k, t) (84)

• 端点を固定して変分δqkを行う⇒ 運動方程式

∂L

∂qk

− d

dt

∂L

∂q̇k

= 0 (85)
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• 端点の変化も許して、二つの隣接する軌跡CとC′を考える

C : qk(t) , t1 ≤ t ≤ t2

C′ : q′
k(t) = qk(t) + δqk(t) , t′

1 ≤ t ≤ t′
2

t′
i = ti + ∆ti , i = 1, 2

∆ti及びδqkはどちらも無限小。
qk

δqk(t)

C′
C

t
t′
1 t1 t t′

2 t2
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端点の差を次のように定義:

∆qk(ti) ≡ q′
k(t

′
i) − qk(ti)

= q′
k(t

′
i) − [qk(ti) + δqk(ti)] + δqk(ti)

= q′
k(t

′
i) − q′

k(ti) + δqk(ti)

= q̇′
k∆ti + δqk(ti) ' q̇k∆ti + δqk(ti) (86)

CとC′に沿った作用を比較する。C′に沿った作用は、

S21[C
′] =

∫ t′2

t′1
dtL′ =

∫ t1

t′1
+

∫ t2

t1

+

∫ t′2

t2

ここで L′ ≡ L(q′
k, q̇′

k, t)

従って、無限小の量の一次までのオーダーで、作用の差は

s ss ∆S21 = S21[C
′] − S21[C] =

∫ t2

t1

(L′ − L) dt + [L∆t]21

=

∫ t2

t1

{
∂L

∂qk

− d

dt

∂L

∂q̇k

}
δqkdt +

[
∂L

∂q̇k

δqk + L∆t

]2

1︸ ︷︷ ︸
表面項

qft1-4-32



表面項を(86)を用いて書き直し、運動量とハミルトニアンの定義を使うと

∆S21 =

∫ t2

t1

{
∂L

∂qk

− d

dt

∂L

∂q̇k

}
δqkdt +

[
∂L

∂q̇k

∆qk −
(

∂L

∂q̇k

q̇k − L

)
∆t

]2

1

=

∫ t2

t1

{
∂L

∂qk

− d

dt

∂L

∂q̇k

}
δqkdt + [pk∆qk − H∆t]21 (87)

従って、運動方程式を満たす軌跡に対して

∆S21 = [pk∆qk − H∆t]21 (88)

端点 1を固定して、Sを端点 2の量の関数と見ると、これより古典力学の
Hamilton-Jacobi方程式を得る。

(i)
∂S

∂qk

= pk , (ii)
∂S

∂t
+ H = 0 (89)
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2 量子論に対するSchwingerの原理

上記の考察を量子力学の場合に拡張

¨古典的な“軌跡” =⇒ 遷移振幅

¨時間並進、空間並進ならびに空間回転による軌跡の変化=⇒ 状態ベク
トルのユニタリー変換U = eiG

無限小変換

|ψ′〉 = U |ψ〉 ' (1 + iG)|ψ〉
s ss ∆|ψ〉 = iG|ψ〉 , ∆〈ψ| = 〈ψ|(−iG) (90)

遷移振幅の変化

∆〈qk(t2), t2|qk(t1), t1〉
= (∆〈qk(t2), t2|)|qk(t1), t1〉 + 〈qk(t2), t2|(∆|qk(t1), t1〉)
= −〈qk(t2), t2|iG(t2)|qk(t1), t1〉 + 〈qk(t2), t2|iG(t1)|qk(t1), t1〉
= 〈qk(t2), t2|

1

i
(G(t2) − G(t1))|qk(t1), t1〉 (91)
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Gの端点での差 ' 表面項 ∆S21

⇓
Schwingerの作用原理:

作用Sをハイゼンベルグ演算子qk(t)の量子的汎関数と見なし、次の基本
的関係式を原理として導入：

∆S21 = G(t2) − G(t1) (92)

ここで∆S21は (87)に現れたもの。
(92)の右辺はエルミート⇒ 作用もエルミート

• 通常の、[p, q] = −iの量子化条件の替わりにこれを原理として用い
る
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Schwingerの作用原理の帰結

1.量子論的運動方程式
(87)で与えられる∆S21の形と比較
体積積分の部分がゼロ ⇔ 量子論的な運動方程式が古典的な形に一致
することを含んでいる2

∂L

∂qk

− d

dt

∂L

∂q̇k

= 0 (93)

2.量子化の規則とSchrödinger方程式
運動方程式が満たされる物理的な場合には、上記の原理は、次の演算子
の間の関係式に帰着：

G(t) = pk∆qk − H∆t (94)

2但し、量子論では演算子の順序が問題になるので、ここでは適当な順序が存在するこ
とを仮定している。
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Gの定義に代入すると

∆|qk, t〉 = iG(t)|qk, t〉 = i(pk∆qk − H∆t)|qk, t〉 (95)

⇒ 量子化の規則とSchrödinger方程式

1

i

∂

∂qk

|qk, t〉 = pk|qk, t〉 (96)

i
∂

∂t
|qk, t〉 = H|qk, t〉 (97)

古典力学のHamilton-Jacobi形式の方程式の量子版になっている

3.演算子の変換と正準量子化の規則

状態ベクトルのユニタリー変換に対応して、量子的演算子Oは次のよ
うに変換される：

O′ = UOU † = (1 + iG)O(1 − iG) ' O + i[G, O]
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すなわち

∆O = i[G, O] (98)

⇓
正準量子化の規則の導出

O = qj、∆t = 0、∆qj =c数、の場合を考える。⇒ G = pk∆qk

(98)は次の形をとる：

∆qj = i[pk∆qk, qj] = i[pk, qj]∆qk (99)

任意の変分∆qjに対して成り立つためには、

i[pk, qj] = δkj (100)
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4.対称変換の生成子としてのG

変換で作用が不変 ∆S21 = 0
(92)式⇐⇒ G(t2) = G(t1): Gは保存量

同時に、(98) ⇒ Gは対称変換の生成子 ⇔ 量子的Noetherの定理

例: 回転対称性

3次元空間での、qk = xkに対するi軸まわりの回転
λ = 無限小回転のパラメーター

x′
k = xk + λεijkxj

s ss ∆xk = λεijkxj (101)

作用がこの変換で不変⇒ 次の量は保存量かつ回転の生成子：

G ≡ λJi = pk∆xk = λpkεijkxj = λεijkxjpk (102)

これは良く知られた角運動量演算子 //
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5. Schwingerの作用原理の一般性
この原理はラグランジアンの形に依らない。⇒ 相互作用がある場合に
も適用可能。

4.2.2 量子作用原理の場の理論への適用

場の集合: φa(x)

場の配位は space-likeな面Σ上で指定。場の動力学はΣに垂直な “時間”方
向への発展として記述。(Euclideanでも良い)

仮定： 場は空間的な無限遠で十分に早くゼロにいく⇒ 表面項は効かず、
部分積分が自由にできる。

R

R′

Σ1

Σ′
1

Σ′
2

Σ2

qft1-4-40



二つのタイプの変分：

1.座標の変化

x′µ = xµ + ∆xµ (103)

2.場のLie変分

φ′
a(x) = φa(x) + δφa(x) (104)

場のLie変分は面Σ上で定義されたエルミートな演算子G[Σ]で生成される:

δφa(x) = i[G[Σ], φa(x)] (105)

R = space-likeな面Σ1及びΣ2を境界とする領域
R′ = Rを座標変換 (103)で移したイメージ

Noetherの基本定理の手順で作用の変化を計算

∆S =

∫

R

{(
∂L
∂φa

− ∂µ

L
∂∂µφa

)
δφa + ∂µJ µ

}
dnx (106)

J µ ≡ ∂L
∂∂µφa

δφa + L∆xµ = (quantum) current (107)
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Gaussの定理 ∫

R

∂µJ µdnx =

∫

Σ2

J µdΣµ −
∫

Σ1

J µdΣµ (108)

場の total variation ∆φa

∆φa(x) ≡ φ′
a(x

′) − φa(x) = ∂µφa(x)∆xµ + δφa(x) (109)

これを用いてカレントを書き換える

J µ =
∂L

∂∂µφa

(∆φa − ∂νφa∆xν) + L∆xµ

= πµ
a∆φa − (

πµ
a∂νφa − ηµνL)

∆xν

= πµ
a∆φa − T µν∆xν (110)

ここで

πµ
a ≡ ∂L

∂∂µφa

(111)

T µν ≡ πµ
a∂νφa − ηµνL = energy-momentum tensor (112)

= 粒子の場合のHamiltonianの一般化
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Schwingerの量子作用原理を適用:

∆S = G[Σ2] − G[Σ1] (113)

⇓

∂L
∂φa

− ∂µ

L
∂∂µφa

= 0 (114)

G[Σ] =

∫

Σ

J µdΣµ (115)

2 (量子的)Noetherの定理

∆S = 0 =⇒ Gは面Σによらない⇒ カレントが保存∫

Σ2

J µdΣµ =

∫

Σ1

J µdΣµ (116)

∂µJ µ = 0 (117)

特にΣが平坦な時間一定の面の場合、保存チャージは通常の形をとる：

Q =

∫
J 0dV (118)
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2 場の量子化の規則の導出

∆xµ = 0 (従って∆φa = δφa)の場合を考える。

⇒ J µ = πµ
a∆φa. 作用原理から3

∆φa(~x, t) = i




∫
d3x′π0

b(
~x′, t)∆φb(~x′, t)

︸ ︷︷ ︸
G

, φa(~x, t)


 (119)

ボゾンの場合: 交換子 −
フェルミオンの場合: 反交換子 +

を区別

∆φa(~x, t) = i

∫
d3x′π0

b(
~x′, t)

[
∆φb(~x′, t), φa(~x, t)

]
∓

±i

∫
d3x′

[
π0

b(
~x′, t), φa(~x, t)

]
∓
∆φb(~x′, t)

3二点が同一の space-likeな面に乗っていればよい。ここではその面を時間が一定の面に
とっている。
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これを満たすには

(∗)
[
∆φb(~x′, t), φa(~x, t)

]
∓

= 0 (120)

i
[
π0

b(
~x′, t), φa(~x, t)

]
∓

= δabδ
3(~x − ~x′) (121)

添え字aとbは任意。⇒ (∗)より

0 =
[
∆φb(~x′, t), φa(~x, t)

]
∓

+
[
φb(~x′, t), ∆φa(~x, t)

]
∓

= ∆
[
φb(~x′, t), φa(~x, t)

]
∓

(122)

これが任意の変分に対して成り立つためには
[
φb(~x′, t), φa(~x, t)

]
∓

= 0 (123)

∆π0
aに対して同様の解析を繰り返すと、[

π0
b(

~x′, t), π0
a(~x, t)

]
= 0 (124)
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2 Globalな内部対称性のある場合への適用

GlobalなU(1)対称性を持つ系を考える。
φaを複素場とし、作用が次のglobalな位相の変換に対して不変とする：

φa(x) → φ′
a(x) = eiλφa(x) , λ = 実定数 (125)

s ss ∆φa(x) = iλφa(x) (126)

保存生成子（チャージ)は

G =

∫
d3xπ0

a∆φa(x) = iλ

∫
d3xπ0

aφa ≡ iλQ (127)

⇒ π0
aはφaと逆のチャージを持つ

∆π0
a(x) = i

[
G, π0

a(x)
]
= −iλπ0(x) (128)

重要な点： この変換は、量子化の規則を導いた時に用いた一般的な（内
部）変分の特別な場合
⇒ この量子的な変換則は自動的に量子化の規則と整合的になっている。

演習 2. このことを具体的に確かめよ。さらに、これをnon-abelian global

変換φ′
a = (ei~θ·~T )abφbの場合に拡張せよ。
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5 自由な量子スカラー場と２点関数

¨自由なスカラー場の量子化の整理

¨摂動論で基本となる幾つかの２点関数の構成

5.1 スカラー場の作用

エルミートなスカラー場の典型的なLagrangian：

L =
1

2
(∂µφ∂µφ − m2φ2) − V (φ) (1)

=
1

2
(φ̇2 − (~∇φ)2 − m2φ2) − V (φ) (2)

共役運動量とHamiltonian density

π = φ̇ (3)

H = πφ̇ − L =
1

2
(π2 + (~∇φ)2 + m2φ2) + V (φ) (4)
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場の同時刻交換関係 (ETCR): Schwingerの作用原理 ⇒ 相互作用をする場
合にも次の形を採用すべきである

[φ(~x, t), π(~y, t)] = iδ(~x − ~y) , rest = 0 (5)

運動方程式

(∂2 + m2)φ +
dV (φ)

dφ
= 0 (6)

• 相互作用があるため、この方程式の完全解を厳密に求めることはでき
ない⇒ ETCRを物理的なエネルギー運動量の固有モードの生成消滅演算子
で実現することは困難。

• 相互作用が弱い領域では、V (φ)を自由場からの摂動として取り扱う
ことができる。
実際は、相互作用自体のために、結合定数がエネルギースケールによって
変化
⇒ 摂動が良い領域は実はその計算をして見たあとで初めて明らかになる
ことに注意。（cf. QCDの例)
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5.2 自由なスカラー場の量子化

5.2.1 Fourier モード展開

自由なKlein-Gordon方程式はφについて線形 ⇒ 完全な固有振動モード展
開可能

2 3次元 Fourier変換を用いる方法 :

φ(~x, t)を3次元Fourier変換

φ(~x, t) =

∫
d3k

(2π)3/2
φ(~k, t)ei~k·~x (7)

KG方程式に代入⇒ φ(~k, t)の一般解が求まる：

d2φ(~k, t)

dt2
+ E2

kφ(~k, t) = 0

Ek ≡
√

~k2 + m2

s ss φ(~k, t) = φ+(~k)e−iEkt + φ−(~k)eiEkt (8)
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φ(~x, t)はエルミート⇔ φ(~k, t)† = φ(−~k, t)

これより

φ−(~k)† = φ+(−~k)

s ss φ(~x, t) =

∫
d3k

(2π)3/2

(
φ+(~k)e−iEkt+i~k·~x + φ+(~k)†eiEkt−i~k·~x

)

φ+(~k)を rescaleして次の量を定義：

a(~k) ≡
√

2Ekφ+(~k) (9)

すると

φ(x) = φ(+)(x) + φ(−)(x) (10)

φ(+)(x) =

∫
d3kfk(x)a(~k) , φ(−)(x) = φ(+)(x)† (11)
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ここで

fk(x)≡ e−ik·x
√

(2π)32Ek

(12)

k · x ≡ Ekt − ~k · ~x (13)

この関数は以下で基本的な役割を果たす。

2 4次元 Fourier変換を用いる方法 :

明白にローレンツ共変な形の取り扱い： 4次元Fourier変換を用いる

φ(x) =

∫
d4k

(2π)3/2
φ̃(k)e−ikx (14)

ここで、kx ≡ kµxµ = k0x0 − ~k · ~x

この段階ではk0は~kと独立。
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KG方程式に代入∫
d4k(−k2 + m2)φ̃(k)e−ikx = 0

s ss (k2 − m2)φ̃(k) = 0 ⇐ e−ikxの完全性 (15)

k2 − m2 6= 0 ⇒ φ̃(k) = 0

k2 − m2 = 0 ⇒ φ̃(k)はゼロでなくても良い。

解は

φ̃(k) = δ(k2 − m2)χ(k) (16)

χ(k) = 任意、但し χ(−k)† = χ(k)

有用な公式： (⇐ f(x)をそのゼロ点のまわりで展開しδ(ax) = δ(x)/|a|を用いる)

δ(f(x)) =
∑

y
f(y)=0

δ(x − y)∣∣∣ df
dy

∣∣∣
(17)
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この公式より

δ(k2 − m2) = δ((k0)2 − (~k2 + m2)) = δ((k0)2 − E2
k)

=
1

2Ek

(
δ(k0 − Ek) + δ(k0 + Ek)

)
(18)

(14)に代入し、k0積分を実行

φ(x) =

∫
d3k

(2π)3/22Ek

∫
dk0

(
δ(k0 − Ek) + δ(k0 + Ek)

)
χ(k)e−ikx

=

∫
d3k

(2π)3/22Ek

(
χ(Ek, ~k)e−i(Ekt−~k·~x) + χ(−Ek, ~k)ei(Ek+~k·~x)

)

=

∫
d3k

(2π)3/22Ek

(
χ(Ek, ~k)e−i(Ekt−~k·~x) + χ(−Ek, −~k)ei(Ek−~k·~x)

)

=

∫
d3k

(2π)3/22Ek

(
χ(k)e−ik·x + χ†(k)eik·x)

(19)

ここで、k = (Ek, ~k)

χ(k) =
√

2Ek a(~k)でa(~k)を導入すると、以前と同じ結果を得る。
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2 fk(x)の性質とa(~k)の逆解き公式 :

以下のfk(x)の性質は基本的:

(i)

∫
d3xfk(x)fk′(x) =

e−2iEkt

2Ek

δ(~k + ~k′) (20)

(ii)

∫
d3xf∗

k(x)fk′(x) =
1

2Ek

δ(~k − ~k′) (21)

(iii)

∫
d3xf∗

k(x)i
↔
∂0 fk′(x) = δ(~k − ~k′) (完全性) (22)

(iv)

∫
d3xfk(x)i

↔
∂0 fk′(x) = 0 (23)

(iii) ⇒ φ(x)から a(~k)を取り出せる

a(~k) =

∫
d3xf∗

k(x)i
↔
∂0 φ(x) (24)

a†(~k) =

∫
d3xfk(x)(−i

↔
∂0)φ(x) (25)
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(i) ∼ (iv)の証明は容易。例として (iii)をチェック：
∫

d3xf∗
k(x)i

↔
∂0 fk′(x) =

∫
d3x

1

(2π)3
√

2Ek2Ek′

(
eik·xi∂0e

−ik′·x − i∂0e
ik·xe−ik′·x

)

=

∫
d3x

1

(2π)3
√

2Ek2Ek′
(Ek′ + Ek)e

i(k−k′)·x

=
Ek′ + Ek

2
√

EkEk′
δ(~k − ~k′) = δ(~k − ~k′) (26)

2 a(~k)とa†(~k)の交換関係

逆解き公式を使うと、基本的なETCRから
[
a(~k), a†(~k′)

]
等が計算できる:

[
a(~k), a†(~k′)

]
= δ(~k − ~k′) (27)

[
a(~k), a(~k′)

]
=

[
a†(~k), a†(~k′)

]
= 0 (28)
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演習 1. これらの交換関係をチェックせよ。

解: 最初の交換関係を示す。
[
a(~k), a†(~k′)

]
=

∫
d3xd3x′

[
f∗

k(x)
↔
∂0 φ(x), fk′

↔
∂0 φ(x′)

]

=

∫
d3xd3x′[f∗

k(x)π(x) − ∂0f
∗
k(x)φ(x), fk′(x′)π(x′) − ∂0fk′(x′)φ(x′)

]

=

∫
d3xd3x′ (f∗

k(x)i∂0fk′(x′)i[π(x), φ(x′)]ET

−fk′(x′)i∂0f
∗
k(x)i[π(x′), φ(x)]ET

)

=

∫
d3xf∗

ki
↔
∂0 fk′ = δ(~k − ~k′)
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5.2.2 エネルギーと運動量

Noetherの定理⇒ 保存する4元運動量ベクトル

P µ =

∫
d3x

(
π∂µφ − g0µL)

(29)

エネルギーと運動量に分けて具体的に書くと

E = P 0 =

∫
d3x

1

2

(
φ̇2 + (~∇φ)2 + m2φ2

)
(30)

=

∫
d3x

1

2


∑

µ

∂µφ∂µφ + m2φ2


 (31)

P i =

∫
d3xφ̇∂iφ =

∫
d3x∂0φ∂iφ (32)
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Fourierモードを用いた表式

φ =
∫

d3k(fka(~k) + f∗
ka†(~k)) より

∂µφ =

∫
d3k(−ikµ)(fk(x)a(~k) − f∗

k(x)a†(~k)) (33)

(i), (ii)を用いると次の公式を得る:∫
d3x∂µφ∂νφ = −

∫
d3kd3k′kµk′ν(fk(x)a(~k) − f∗

k(x)a†(~k))

×(fk′(x)a(~k′) − f∗
k′(x)a†(~k′))

= −
∫

d3k

2Ek

kµkν

(
a(~k)a(−~k)e−2iEkt + a†(~k)a†(−~k)e2iEkt

)

+

∫
d3k

2Ek

kµkν
(
a(~k)a†(~k) + a†(~k)a(~k)

)
(34)

m2

∫
d3xφ(x)2 =

∫
d3k

2Ek

m2
(
a(~k)a(−~k)e−2iEkt + a†(~k)a†(−~k)e2iEkt

)

+

∫
d3k

2Ek

m2
(
a(~k)a†(~k) + a†(~k)a(~k)

)
(35)

これらの公式中でk0 = Ek。
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• エネルギー P 0

−kµkµ + m2 = 0 ⇒ aaとa†a†部分は消える。
残りは

∑
kµkµ + m2 = E2

k + ~k2 + m2 = 2E2
k。

P 0 =

∫
d3k

Ek

2

(
a(~k)a†(~k) + a†(~k)a(~k)

)

=

∫
d3kEk


a†(~k)a(~k) +

1

2︸︷︷︸
ゼロ点振動 (∞)


 (36)

• 運動量 ~P

被積分関数は~kの奇関数⇒ aaとa†a†部分はゼロになる。
従って

~P =

∫
d3k~k

(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)

=

∫
d3k~ka†(~k)a(~k) (37)

フォノンの場合に導いた式を再現。
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5.3 正規順序積

上述のエネルギー演算子のように、しばしば場の積からなる演算子は発散
を含む。

意味のある演算子 Ô： 状態空間での行列要素が有限
〈ψ|Ô|χ〉 =finite

相互作用があり理論が解けない場合、一般に状態空間がわからない
⇒ 場の積からなる有限な演算子を定義することは難しい問題

自由場の場合： Fock空間での行列要素が有限になるように場の積の順序
を定義することが可能 正規順序 (normal ordering )の概念

a = 消滅演算子、a† =生成演算子
“a to the right, a† to the left”

記号 : :で表す

例 : aa† :≡ a†a , : aaa†a† := a†a†aa

• O =
∑∞

n=1 ana†
nとすると、 〈0|O|0〉は発散。 〈0| : O : |0〉は有限
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2 場の正規順序積 (normal ordered product) :

スカラー場の分解: φ(x) = φ(+)(x)︸ ︷︷ ︸
3 a(~k)

+ φ(−)(x)︸ ︷︷ ︸
3 a†(~k)

通常の積

φ(x)φ(y) = (φ(+)(x) + φ(−)(x))(φ(+)(y) + φ(−)(y))

= φ(+)(x)φ(+)(y) + φ(+)(x)φ(−)(y)

+ φ(−)(x)φ(+)(y) + φ(−)(x)φ(−)(y)

(38)

Normal-ordered product

: φ(x)φ(y) :

= (φ(+)(x) + φ(−)(x))(φ(+)(y) + φ(−)(y))

= φ(+)(x)φ(+)(y) + φ(−)(y)φ(+)(x)

+ φ(−)(x)φ(+)(y) + φ(−)(x)φ(−)(y) (39)
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これらの差はc#であり、

φ(x)φ(y)− : φ(x)φ(y) :=
[
φ(+)(x), φ(−)(y)

]

=

∫
d3kd3k′fk(x)fk′(y)

[
a(~k), a†(~k′)

]

=

∫
d3k

(2π)32Ek

e−ik·(x−y) (40)

k0 = Ek > 0 ⇒ 次の4次元積分で書くことができる：

[
φ(+)(x), φ(−)(y)

]
=

∫
d4k

(2π)3
θ(k0)δ(k2 − m2)e−ik·(x−y) (41)

where θ(x) =

{
1 for x > 0

0 for x < 0
(42)

θ(x)は超関数であり、積分の中でのみ定義されるから、θ(0)の値は必要ないが、しばし

ばθ(0) = 1
2
と定義するのが便利。.
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5.4 Invariant commutator functionとその性質

2 交換子積と不変関数 :

交換子積 [φ(x), φ(y)]は任意のx, yで計算できる：

[φ(x), φ(y)] =
[
φ(+)(x), φ(−)(y)

]
+

[
φ(−)(x), φ(+)(y)

]

=

∫
d4k

(2π)3
ε(k0)δ(k2 − m2)e−ik·(x−y)

≡ i∆(x − y; m2) = invariant commutator function (43)

ε(x) =“staircase function” または“stair step function” (階段関数)

ε(x) ≡ θ(x) − θ(−x) =

{
1 for x > 0

−1 for x < 0
(44)
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2 Invariant functionの性質 :

Invariant function：

i∆(x) =

∫
d4k

(2π)3
ε(k0)δ(k2 − m2)e−ikx = [φ(x), φ(0)] (45)

=

∫
d3k

(2π)3

1

2Ek

(
e−ikx − eikx

)
(46)

∆の性質：

1. Klein-Gordon方程式を満たす。定義より明らか

2. Lorentz invariance: 定義より明らか

3.奇関数： ∆(−x) = −∆(x)
s ss

∆(−x) =
1

i

∫
d4k

(2π)3
ε(k0)δ(k2 − m2)e+ikx

k→−k
=

1

i

∫
d4k

(2π)3
ε(−k0)δ(k2 − m2)e−ikx

= −∆(x) ⇐ ε(−k0) = −ε(k0) (47)
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4. Micro-causality i.e. ∆(x) = 0 for x2 < 0

s ss ∆(x)はLorentz-invariantゆえ、t = 0, ~x 6= 0の場合を考えれば十
分。上記の奇関数性より

∆(~x, t = 0) = −∆(−~x, t = 0)

一方

∆(~x, t = 0) =
1

i

∫
d3kdk0

(2π)3
ε(k0)δ(k2 − m2)e−i~k·~x

=
1

i

∫
d3kdk0

(2π)3
ε(k0)δ(k2 − m2)e+i~k·~x = ∆(−~x, t = 0)

従って

∆(x) = 0 for x2 < 0 (48)

⇒ space-likeに離れた点では、φ(x)とφ(0)は同時対角化でき因果的に
無関係。
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5.時間微分に対する性質：

i
∂

∂t
∆(x)|t=0 =

∫
d3k

(2π)3

1

2Ek

(
−iEke

−i~k·~x − iEke
i~k·~x

)
= −iδ(~x)

s ss Commutatorの定義に戻って考えれば、次の正準交換関係
[
φ̇(x), φ(0)

]
ET

=
1

i
δ(~x) (49)

を表しており、明白。

5.5 Feynman Propagator とその性質

2 時間順序積 (Time-ordered product):

φ(x)をannihiliation part φ(+)(x)とcreation part φ(−)(x)に分解：

φ(x) = φ(+)(x) + φ(−)(x) (50)

φ(y)|0〉 = φ(−)(y)|0〉 yでの粒子の生成 (51)

〈0|φ(x) = 〈0|φ(+)(x) xでの粒子の消滅 (52)

qft1-5-20



⇒ 次の相関関数はyで粒子を生成して xで消滅させる振幅を表す。

〈0|φ(x)φ(y)|0〉 = 〈0|φ(+)(x)φ(−)(y)|0〉 (53)

• 但し、この解釈が成り立つには x0 > y0の時間順序が必要。
x0 < y0の場合も併せて考えると

x0 > y0 〈0|φ(x)φ(y)|0〉
x0 < y0 〈0|φ(y)φ(x)|0〉

次の時間順序積 (Time-ordered product or T-product) を定義するのが自然

T (φ(x)φ(y)) ≡ θ(x0 − y0)φ(x)φ(y) + θ(y0 − x0)φ(y)φ(x)
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2 Feyman propagatorの定義 :

T -product 用いて Feynman propagatorを次のように定義：

i∆F (x − y; m2) ≡ 〈0|T (φ(x)φ(y))|0〉 (54)

粒子の x-y間の伝播の振幅を表す

2 T-productのLorentz不変性 :

θ(x0 − y0) + θ(y0 − x0) = 1を用いてT-productを書き換える：

T (φ(x)φ(y)) = θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)] + φ(y)φ(x) (55)

♠ 一般に θ(x0 − y0)自体はLorentz不変ではない:
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¨ x − yがtime-likeな場合:

(x0 − y0)2 > (~x − ~y)2 ⇒ x0 − y0はゼロになれない。⇒ 連続的な
proper Lorentz変換では符号を変えない⇒ θ(x0 − y0)はLorentz不変。

¨ x − yがspace-likeな場合:

(x0 − y0)2 < (~x − ~y)2 ⇒ x0 − y0はゼロを経由して正にも負にもな
り得るからθ(x0 − y0)はLorentz不変でない。

しかし space-likeな場合micro-causalityより[φ(x), φ(y)] = 0

⇒ T-productはLorentz不変な概念

2 Feynman propagatorの具体形 :

i∆Fは次のように invariant function ∆で表すことができる：
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i∆F (x − y)

= 〈0|T (φ(x)φ(y))|0〉
= θ(x0 − y0)〈0|φ(+)(x)φ(−)(y)|0〉 + θ(y0 − x0)〈0|φ(+)(y)φ(−)(x)|0〉
= θ(x0 − y0)〈0|[φ(+)(x), φ(−)(y)]|0〉

+θ(y0 − x0)〈0|[φ(+)(y), φ(−)(x)]|0〉
= θ(x0 − y0)i∆(x − y) + θ(y0 − x0)i∆(y − x) (56)

∆の運動量表示を用いると

i∆F (x − y) =

∫
d3k

(2π)3

{
θ(x0 − y0)

e−ik·(x−y)

2Ek

+θ(y0 − x0)
e−ik·(y−x)

2Ek

}
(57)
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• { }内は有用な積分表示を持つことを示す。
次の積分を考える：

I ≡
∫

dk0

2πi

e−ik0(x0−y0)

(k0 − Ek + iε)(k0 + Ek − iε)
(58)

k0-planeでのpoleの位置

Ek − iε

−Ek + iε

Complex k0に対して

e−ik0(x0−y0) = e−i<k0(x0−y0)e=k0(x0−y0) (59)
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• x0 − y0 > 0の場合: 下半面で=k0 < 0。そこでcontourを閉じれば
積分は無限遠の半円周で収束。

Ek − iε

留数定理より k0 = Ek − iεのpoleからの寄与を拾って

I =
1

2πi
(−2πi)

1

2Ek

e−iEk(x0−y0) = − 1

2Ek

e−iEk(x0−y0) (60)

• x0 − y0 < 0の場合: 上半面でcontourを閉じて

I = − 1

2Ek

e−iEk(y0−x0) (61)

併せると

I = −
{

θ(x0 − y0)
1

2Ek

e−iEk(x0−y0) + θ(y0 − x0)
1

2Ek

e−iEk(y0−x0)

}
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従って

i∆F (x − y) = i

∫
d4k

(2π)4

e−ik·(x−y)

(k0 − Ek + iε)(k0 + Ek − iε)

= i

∫
d4k

(2π)4

e−ik·(x−y)

(k02 − (Ek − iε)2)
(62)

ここで

k02 − (Ek − iε)2) = k02 − (~k2 + m2) + 2iεEk

= k2 − m2 + iε (63)

⇒ 次の重要な積分表示を得る：

∆F (x − y) =

∫
d4k

(2π)4

e−ik·(x−y)

k2 − m2 + iε
(64)
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2 ∆F (x − y)の性質 :

1 ∆F (x−y)はδ-関数sourceを持つKlein-Gordon 方程式の解、i.e. Green

関数

(∂2 + m2)i∆F (x − y) = −iδ4(x − y) (65)

証明 1: T-productによるi∆Fの定義を用いる方法

Klein-Gordon 演算子を作用

(∂2 + m2)i∆F (x − y)

= (∂2 + m2)〈0|θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)] + φ(y) φ(x)︸ ︷︷ ︸
消える

|0〉

= (∂2
t − ∇2 + m2)〈0|θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]|0〉 (66)
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∂t

(
θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]

)

= δ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]︸ ︷︷ ︸
0

+θ(x0 − y0)[φ̇(x), φ(y)]

∂2
t

(
θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)]

)

= δ(x0 − y0)[φ̇(x), φ(y)]︸ ︷︷ ︸
−iδ4(x−y)

+θ(x0 − y0)[φ̈(x), φ(y)]

従って、

∂2
t θ(x0 − y0)[φ(x), φ(y)] = −iδ4(x − y) + θ(x0 − y0)[∂2

t φ(x), φ(y)]

第二項は −∇2 + m2と併せて (∂2 + m2)φ(x) を形成し消える。

s ss (∂2 + m2)i∆F (x − y) = −iδ4(x − y) // (67)
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証明 1: i∆Fの積分表示を用いる方法

有用な公式

(?)
1

α + iε
= P 1

α
− iπδ(α) (68)

P 1
α
はCauchyの主値 (principal value)

ゼロを含む区間 [a, b]の積分において
∫ b

a

dαP 1

α
f(α) ≡ lim

ε→0

(∫ −ε

a

dα
f(α)

α
+

∫ b

ε

dα
f(α)

α

)
(69)

(?)の証明:

f(α): f(0) =finiteな連続関数。図のようなcontour C1, C2 + C3に沿った
積分

∫
dαf(α)/(α + iε)を考える。(C2は半円周C3をのぞいた部分)

C1

C2

C3

0
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明らかに、 ∫

C2

+

∫

C3

−
∫

C1

= residue at α = −iε

C3に沿った積分 ∫

C3

= f(−iε)

∫ 2π

π

idθ = πif(0)

従って
∫

C1

dα
f(α)

α + iε
=

∫

C2

dαP 1

α
f(α) + πif(0) − 2πif(0)︸ ︷︷ ︸

pole part

=

∫
dαP 1

α
f(α) − iπ

∫
dαδ(α)f(α) // (70)
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∆FがGreen関数であることの証明

(∂2 + m2)∆F (x − y)

= (∂2 + m2)

∫
d4k

(2π)4

e−ik·(x−y)

k2 − m2 + iε

=

∫
d4k

(2π)4
(−k2 + m2)

{
P 1

k2 − m2
− iπδ(k2 − m2)

}
e−ik·x

= −
∫

d4k

(2π)4
e−ik·x = −δ4(x) // (71)
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2. ∆F (x)の具体形とその漸近的振る舞い:

ベッセル関数の積分表示を用いると次のように書ける1：

∆F (x) = −Dc(x)

= − 1

4π
δ(x2) +

m

8π
√

x2
θ(x2)

(
J1(m

√
x2) − iN1(m

√
x2)

)

− mi

4π2
√−x2

θ(−x2)K1(m
√

−x2) (72)

Kν(z) ∼
√

π

2z
e−z for large positive z

特徴: x2 > 0 (time-like)な場合は振動
x2 < 0 (space-like)のときは遠距離で exponential的にdamp

1Bogoliubov -Shirkov
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6 経路積分表示

経路積分 (path integral)=量子力学の遷移振幅(transition amplitude)を
無限次元積分で表示する方法。

• 量子力学の本質である「(複素)揺らぎ」のオペレーター形式とは異な
る表現法。

• 古典力学の作用原理との関係がつけやすい。

• 特別な極限で分配関数や相関関数の表示を与える。

• 統計熱力学との強い類似があり有用。

6.1 遷移振幅の経路積分表示: 有限自由度の場合

|q〉: Schrödinger表示における座標の固有関数

q̂|q〉 = q|q〉
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対応するHeisenberg 表示の stateとoperator

|q, t〉 ≡ eiĤt|q〉 (1)

q̂(t) ≡ eiĤtq̂e−iĤt (2)

q̂(t)|q, t〉 = q|q, t〉 (3)

6.1.1 位相空間での経路積分: (一次元の場合)

対象は、次のような遷移振幅:

K(q, t|q′, t′) ≡ 〈q, t|q′, t′〉 = 〈q|e−iĤ(t−t′)|q′〉 (4)

Stateの規格化と完全性 :

〈q|q′〉 = δ(q − q′) , 〈p|p′〉 = δ(p − p′)∫
dq|q〉〈q| = 1 ,

∫
dp|p〉〈p| = 1
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〈q|p〉 =運動量 pの固有関数の座標表示
1

i

∂

∂q
〈q|p〉 = p〈q|p〉

⇒ 〈q|p〉 =
1√
2π

eiqp とれる (5)

規格化のチェック：∫
dp〈q|p〉〈p|q′〉 =

∫
dp

2π
eip(q−q′) = δ(q − q′) (6)

2 K(q, t|q′, t′)の特徴付け :

合成則: K(q, t|q′, t′)の最も基本的な性質:

∫
dq′′K(q, t|q′′, t′′)K(q′′, t′′|q′, t′) = K(q, t|q′, t′) (7)

これを繰り返し適用。N個の小区間に分割して計算しN → ∞極限をとる
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t′ = t0

q′ q

t = tN

∆t = (t − t′)/N

無限小の区間に対する遷移振幅

〈qi+1, ti+1|qi, ti〉 ' 〈qi+1|1 − iĤ∆t|qi〉 (8)

第2項に対してpiの完全系を挿入

〈qi+1|Ĥ(p̂, q̂)|qi〉 =

∫
dpi〈qi+1|pi〉〈pi|Ĥ(p̂, q̂)|qi〉 (9)

Ĥ中の p̂, q̂の operator ordering の問題

p̂と q̂が積としてmixしているときには、様々なorderingが可能:

例： pq or qp qp2 or pqp or p2q,

差は~以下のオーダー⇒ 古典論からは決められない。
Orderingの数だけ、量子論があり得る。
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次の要請を置く：

¨ Hamiltonianがエルミートになること。

¨古典的な対称性が量子論においても保たれること

これでは一意に決まらない場合もある。

• 重要な問題だが、以下で考察するHamiltonianは p̂と q̂が混ざらないも
ののみなので、ここではこの問題を追求しない。

計算の続き:

p̂と q̂が混ざらない場合：

〈pi|Ĥ(p̂, q̂)|qi〉 = H(pi, qi)〈pi|qi〉 (10)

従って

〈qi+1, ti+1|qi, ti〉 ' 〈qi+1|qi〉 − i

∫
dpiH(pi, qi)∆t〈qi+1|pi〉〈pi|qi〉

〈qi+1|qi〉 =

∫
dpi

2π
〈qi+1|pi〉〈pi|qi〉 を用いると
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〈qi+1, ti+1|qi, ti〉
=

∫
dpi

2π
exp (−i(H(pi, qi)∆t − pi(qi+1 − qi))) + O((∆t)2)

この基本式を全区間に適用すると遷移振幅のphase-space path-integral

表示を得る：

K(q, t|q′, t′) =

∫ N−1∏

i=0

dpi√
2π

N−1∏

i=0

dqi√
2π

· exp

(
−i

N−1∑

i=0

H(pi, qi)∆t + i

N−1∑

i=0

pi((qi+1 − qi)/∆t)∆t

)

=

∫
q(t0)=q′
q(tN )=q

Dp(t)Dq(t) exp

(
i

∫ t

t′
dt′′(pq̇ − H(p, q))

)

ここで、積分測度は

Dp(t) ≡ lim
N→∞

N−1∏

i=0

dpi√
2π

, Dq(t) ≡ lim
N→∞

N−1∏

i=0

dqi√
2π
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• これはかなり形式的な表現。
実際にこの無限積分を計算するには工夫が要る。

6.1.2 Lagrangian Path Integral

運動量pの積分 =⇒ Lagrangian 形式の経路積分

1. p-依存性がquadraticな場合にはp-積分はexactに実行可能。

2.一般にはそのようなことはできないが、準古典 (WKB)近似の範囲内で
実行が可能な場合もある。

以下 1.の場合のみ考察。

次の形のHamiltonianを考える：

H =
p2

2m
+ V (q) (11)

各区間iについてのp積分の形:

Ii =

∫
dpi√
2π

exp

(
−i

p2
i

2m
∆t + ipiq̇i∆t

)
(12)
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指数部分を平方完成(
−i

p2
i

2m
+ ipiq̇i

)
∆t = −i

∆t

2m
(pi − mq̇i)

2 + i
m

2
q̇2∆t

Gauss (Fresenel)積分公式
∫ ∞

−∞
dpe−iap2/2 =

√
2π

ia
(13)

を用いて積分を実行すると

Ii =

√
m

i∆t
eim

2 q̇2
i ∆t (14)

これより

K(qf , tf |qi, ti) = lim
N→∞

∫ N−1∏

i=0

√
m

i∆t

dqi√
2π

exp

(
i

∫ tf

ti

dtL(q, q̇)

)

≡
∫

q(ti)=qi
q(tf )=qf

Dq(t)e
i
∫ tf
ti

dtL(q,q̇)
(15)

ここで

L =
m

2
q̇2 − V (q) (16)
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6.2 経路積分の実行例

6.2.1 自由粒子

L =
m

2
q̇2 , q(ti) = qi , q(tf) = qf (17)

• 重要な方針: 経路についての積分を、境界条件を満たす古典解 qcl(t)

とその周りのfluctuation q̃(t)の積分に分けて考える:

q(t) = qcl(t) + q̃(t) (18)

q̈cl(t) = 0 , qcl(ti) = qi , qcl(tf) = qf (19)

q̃(ti)= q̃(tf) = 0 (20)

古典解の形

qcl(t) = at + b (21)

a =
qf − qi

tf − ti

, b =
qitf − qfti

tf − ti

(22)
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作用：

S =
m

2

∫ tf

ti

dt(q̇cl + ˙̃q)2

=
m

2

∫ tf

ti

dt
(
a2 + 2a ˙̃q + ˙̃q2

)

=
m

2

(qf − qi)
2

tf − ti︸ ︷︷ ︸
Scl

+ma

∫ tf

ti

dt ˙̃q

︸ ︷︷ ︸
0

+
m

2

∫ tf

ti

dt ˙̃q2

= Scl +
m

2

∫ tf

ti

dt ˙̃q2 (23)

従って

K(qf , tf |qi, ti) = C(tf , ti)e
iScl[qf ,qi,tf ,ti] (24)

C(tf , ti) =

∫
q̃(ti)=0
q̃(tf )=0

Dq̃(t) exp

(
i
m

2

∫ tf

ti

dt ˙̃q2

)

︸ ︷︷ ︸
qf , qiに依らない

(25)

C(tf , ti)はKの満たすべき合成則から決められる：

qft1-6-10



K(qf , tf |qi, ti) = C(tf , ti) exp

[
i
m

2

(qf − qi)
2

tf − ti

]

=

∫
dqK(qf , tf |q, t)K(q, t|qi, ti)

= C(tf , t)C(t, ti)

∫
dq exp

[
i
m

2

(
(qf − q)2

tf − t
+

(q − qi)
2

t − ti

)

︸ ︷︷ ︸
(∗)

]

(∗) = · · · = A(x − B)2 +
Q2

T
(26)

where x = q − qi , Q = qf − qi , T = tf − ti (27)

A =
tf − ti

(tf − t)(t − ti)
, B =

Q

T
(t − ti)

2 (28)

積分はGauss (Fresnel) 積分
∫ ∞

−∞
dx exp

(
i
m

2
A(x − B)2

)
=

[
2π

im

(tf − t)(t − ti)

tf − ti

]1/2

(29)
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C(t, t′) = α(t − t′)−1/2と置くと、容易に α = (im/2π)1/2。

K(qf , tf |qi, ti) =

(
im

2π

)1/2 1√
tf − ti

exp

(
i
m

2

(qf − qi)
2

tf − ti

)
(30)

これはqf , tfを変数としたときの“拡散方程式” (Schrödinger 方程式)の解

演習 1. 次のLagrangianで与えられる調和振動子に対して、同様の方法
で遷移振幅を求めよ。

L =
1

2
ẋ2 − ω2

2
x2 (31)

qft1-6-12



6.3 Operator形式との関係

6.3.1 Operator insertion を伴う遷移振幅

2 1-insertion:

Time intervalを (0, T ): 時刻 t (0 < t < T )にq(t)を挿入したときの
振幅： ∫

Dqei
∫ T
0 dt′L(t′)q(t)

=

∫
dq〈qf , T |q, t〉q〈q, t|qi, 0〉

=

∫
dq〈qf , T |q̂(t)|q, t〉〈q, t|qi, 0〉

= 〈qf , T |q̂(t)|qi, 0〉 (32)

従って operator 形式では q̂(t)を挿入した振幅になる。

2 2-insertion:

q(t)とq(t′)を挿入: ⇒ これらを insertする場所はtとt′の順序による 。
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Operatorの積との関係は

t > t′ q̂(t)q̂(t′)

t < t′ q̂(t′)q̂(t)

これはT-productに他ならない。従って∫
DqeiSq(t)q(t′) = 〈qf , T |T (q̂(t)q̂(t′))|qi, 0〉 (33)

6.3.2 T∗-product

より正確には、経路積分で実現されるのは、T-productではなく、T∗-product:

T ∗ (∂t1O1(t1)O2(t2) · · · On(tn)) ≡ ∂t1T
∗ (O1(t1)O2(t2) · · · On(tn))

T ∗(q(t1) · · · q(tn)) ≡ T (q(t1) · · · q(tn))

Oi(ti) =は任意の（一般に微分を含む）operator。

T∗-productは完全にLorentz共変な概念

通常のT-productは(微分しない範囲ではLorentz共変だが)微分するとθ(x0−
y0)から δ-functionを出すので注意。
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2 簡単な場合の例 :

¨一階の微分の場合： この場合は T-productは T∗-productと一致：

∂tT (q(t)q(t′)) = ∂t (θ(t − t′)q(t)q(t′) + θ(t′ − t)q(t′)q(t))

= (q(t)2 − q(t)2)δ(t − t′) + T (∂tq(t)q(t′))

= T (∂tq(t)q(t′)) (34)

¨二階微分の場合: このときは異なる結果：

T ∗(∂tq(t)∂t′q(t′)) = ∂t∂t′T (q(t)q(t′))

6= T (∂tq(t)∂t′q(t′))

実際

∂t∂t′T
∗(∂tq(t)q(t′)) = T (∂tq(t)∂t′q(t′)) + [q(t), q̇(t′)]
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6.4 n点Green関数の経路積分表示
iε処方、基底状態の射影、及びEuclid化

6.4.1 iε処方

Minkowski空間での経路積分: 場φ(x)の大きな揺らぎに対してeiSが激し
く振動⇒ well-definedではない。

これを回避する最も簡単な処方: |φ(x)| >> 1に対してexponential damping

を引き起こす因子

e− ∫
d4x1

2εφ(x)2 , ε = 無限小 > 0 (35)

を付け加えて定義すること。

⇔ Mass termがある場合、 m2 → m2 − iεとすることに相当。

より有用な見方: Hamiltonianに小さな（虚数の）摂動を加えたと考え
る。即ち

H → H + δH (36)

δH = −ih = −i
ε

2

∫
d3xφ(x)2 (37)
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6.4.2 Large-time極限と基底状態の射影

上記の摂動の影響は 1次の摂動論で解析できる。
n番目の状態のエネルギーシフト：

E′
n = En + 〈n|δH|n〉 = En − ihn (38)

ここで hn ≡ 〈n|h|n〉 (39)

⇒ 経路積分において、始状態の部分を見ると

ei(H+δH)tI|ψI〉 =
∑

n

eiE′
ntI|n〉〈n|ψI〉

= eiE′
0tI|0〉〈0|ψI〉 +

∑

m 6=0

eiE′
mtI|m〉〈m|ψI〉

= eiE0tI−h0tI



|0〉〈0|ψI〉 +

∑

m6=0

ei(Em−E0)tIe∆hmtI|m〉〈m|ψI〉




(40)

where ∆hm = hm − h0 =
ε

2

∫
d3x(〈m|φ(x)2|m〉 − 〈0|φ(x)2|0〉) (41)
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Excited stateでのφ(x)2の期待値は真空でのそれより大(であると期待され
る:後で議論)

⇒ ∆hm > 0 ⇒ tI → −∞の極限で{ }内は第１項 (真空からの寄
与)がdominate

同様に終状態に対して tF → ∞の極限で
〈ψF |e−i(H+δH)tF −→ 〈ψF |0〉〈0|e−iE0tF +h0tF (42)

• Operatorを挿入した振幅は、挿入しない振幅で割って定義されるから、
ここに現れた指数因子はすべて分母分子で相殺。

⇒ この極限で振幅は始状態及び終状態に依らなくなり、 time-ordered

Green’s functionを与える：

lim

∫ Dφ(x)O(x1) · · · O(xn)e
iS

∫ Dφ(x)eiS
=

〈0|T ∗(O(x1) · · · O(xn))|0〉
〈0|0〉
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2 δH = −ihにおける hのchoice:

hは、|m〉 6= |0〉に対して hm − h0 > 0となるものを採るべし。特に、

h = εH (43)

ととると、明らかに

εHm − εH0 = ε(Em − E0) > 0 (44)

このとき

H ′ = H − iεH = e−iεH

s ss H ′t = e−iεHt = He−iεt (45)

⇔ t → te−iε のように時間軸を回転させることに対応。

もし、εを連続的に大きくしていく過程で complex t-plane にsingular-

ityがないとすると、 ε = π/2ととってもよい。この場合には

t → e−iπ/2t = −it ≡ −iτ (46)

すなわち、あたかも Euclidean spaceに移行した形となる。
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すると

i

∫
dt(∂tφ)2 → i

∫
d(−iτ ) (i∂τφ)2 = −

∫
dτ (∂τφ)2 < 0 (47)

⇒ convergenceは保証される。

Propagatorを見ると、図のようにp0の
contourを反時計回りに虚軸に回しても
mass-shell poleを通らない。
⇒ 次のような書き換えができる。

allowed

complex p0 plane

∫ ∞

−∞
dp0 = i

∫ ∞

−∞
dp0

E (48)

まとめ:

p0 → ip0
E , t → 1

i
τ (49)

のルールで Euclid化することによって収束するamplitudeが定義できる。

qft1-6-20



7 Feynman ルールと 生成汎関数

場の理論における最も重要な量 = 相関関数 (Green関数)

この章の内容

• Green関数の総体を扱う生成汎関数 (generating functional) の定義と性質

•生成汎関数を摂動論で求める際に有用なFeynmanルールの導出

7.1 Green関数のgenerating functional Z[J ]

簡単のため、φ4理論を例にとる。

L =
1

2
∂µφ∂µφ − m

2
φ2 − λ

4!
φ4 (1)

S[φ] =

∫
d4x

(
1

2
φKφ − λ

4!
φ4

)
(2)

K = −(∂2 + m2) (3)
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基本場のn点関数

G(n)(x1, x2, . . . , xn) = 〈φ(x1)φ(x2) · · · φ(xn)〉
= 〈0|T ∗(φ(x1)φ(x2) · · · φ(xn)|0〉 (4)

その経路積分表示

G(n)(x1, x2, . . . , xn) =
1

N

∫
DφeiSφ(x1)φ(x2) · · · φ(xn) (5)

N =

∫
DφeiS (6)

すべてのG(n)を同時に扱う標準的な方法: 生成汎関数(generating functional)：

Z[J ] ≡
∞∑

n=0

1

n!

∫
d4x1 · · ·

∫
d4xnG(n)(x1, x2, . . . , xn)

·(iJ(x1))(iJ(x2)) · · · (iJ(xn))

=
1

N

∫
Dφ exp (iS[φ] + iJ · φ) (7)

J · φ ≡
∫

d4xJ(x)φ(x) (8)
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• φをスピンと見れば、Jは磁場にあたる。

• (1/i)(δ/δJ(x)) ⇒ φ(x)が一つ指数関数の肩からおりてくる。

Z[J ]を図示すると

Z[J ] = 1 +

J J

J

+ + · · · + · · ·
J J

J
J

J

2 Z[J ]の摂動展開 :

λが小さいとして、Z[J ]をλの巾で展開して計算。

⇒ 作用を freeな部分と相互作用部分に分ける：

S0[φ] =

∫
d4x

1

2

(
(∂φ)2 − m2φ2

)

=

∫
d4x

1

2
φ(−∂2 − m2)φ (9)

SI[φ] = − λ

4!

∫
d4xφ(x)4 (10)
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• 以下 しばらく全体の規格化の因子1/Nは忘れて考える

♦ 自由な理論に対するgenerating functional Z0[J ]：

Z0[J ] =

∫
Dφ exp (iS0[φ] + iJ · φ) (11)

指数部分はφの二次式⇒ ガウス積分が容易に実行できる:

1

2
φKφ + J · φ =

1

2
(φ + K−1J)K(φ + K−1J) − 1

2
JK−1J (12)

s ss Z0[J ]= exp

(
− i

2
JK−1J

)
(13)

ここでK−1(x, y) = ∆F (x − y)はFeynman propagator：

−(∂2 + m2 − iε)K−1(x, y) = δ4(x − y)

K−1(x − y) =

∫
d4p

(2π)4
K−1(p)e−ip·(x−y)

K−1(p)=
1

p2 − m2 + iε
(14)

qft1-7-4



2 Z[J ]のうまい書き換え :

δ/δ(iJ)を作用⇔ φの挿入

Z[J ]は次のように書ける

Z[J ] = G

[
δ

δ(iJ)

]
F [iJ ] (15)

ここで、

G

[
δ

δ(iJ)

]
= exp


iSI[δ/δ(iJ)︸ ︷︷ ︸

∼φ

]


 (16)

F [iJ ] = exp

(
i

2
(iJ)∆F (iJ)

)
= Z0[J ] = free part (17)

これをSIの巾で展開⇔ 摂動展開

♦ この展開を得るためのよりうまい方法あり。⇒ Feynman diagramの規則
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まず、自明な書き換えをする

G

[
δ

δ(iJ)

]
F [iJ ] = G

[
δ

δ(iJ)

]
F [iJ ]eiJφ

∣∣∣∣
φ=0

(18)

φ = 0と置く前に、これを次のように書き換える

G

[
δ

δ(iJ)

]
F [iJ ]eiJ ·φ = G

[
δ

δ(iJ)

]
F

[
δ

δφ

]
eiJ ·φ (19)

GとFの操作は交換するから、これはさらに次のように書き直せる：

= F

[
δ

δφ

]
G

[
δ

δ(iJ)

]
eiJ ·φ = F

[
δ

δφ

]
G[φ]eiJ ·φ (20)

従って、結局

G

[
δ

δ(iJ)

]
F [iJ ] = F

[
δ

δφ

]
G[φ]eiJ ·φ

∣∣∣∣
φ=0

(21)

これより、Z[J ]に対する非常に便利な表式を得る：
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(?) Z[J ] = exp

(
1

2

δ

δφ
∆

δ

δφ

)
exp (iSI[φ] + iJ · φ)

∣∣∣∣
φ=0

(22)

ここで ∆ = i∆F (23)

• SIで展開⇒ 摂動論

• 記号の簡略化をすると便利：
δ

δφ
∆

δ

δφ
=

∫
d4x1d

4x2

δ

δφ(x1)
∆(x1 − x2)

δ

δφ(x2)
= ∆ij∂i∂j (24)

δ

δφ(xi)
= ∂i (25)

添え字i ⇔ φ(xi)
∑

i ⇔ xi 積分。
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2 ファインマン図による表現: 簡単な例 :

0点関数(vacuum bubble): O(J0)

基本公式(?)でJ = 0とおき、eiSIを展開。最初の非自明な項

iSI[φ] = −i
λ

4!
φ4 (26)

最後にφ = 0と置くので、ゼロにならないためにはexp(1
2
∆ij∂i∂j)部分

から4つの微分が必要。
これはTaylor展開の第2項から生ずる。従って求める寄与は

1

2!

(
1

2
∆ij∂i∂j

)2 (
−i

λ

4!
φ4

)
=

1

2

(
1

2

)2 (
−i

λ

4!

)
∆12∆34∂1∂2∂3∂4φ

4
i

(27)

(1はj1の略と考える。)

∂iφj = δijを用い、同一の添え字に付いては和をとる。
∂4φ

4
i = 4δ4iφ

3
iのように次々と微分⇒ 因子4!。
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結果：

1

2

(
1

2

)2 (
−i

λ

4!

)
4!∆ii∆ii =

1

2
(−iλ)

︸ ︷︷ ︸
standard factor

× 1

4︸︷︷︸
symmetry factor

×∆ii∆ii

(28)

これは次の2-loop vacuum bubble diagramで表される：
i

×3

Z[J = 0] =
∫ DφeiS = すべてのvacuum bubble diagramsの寄与の和

⇒ ∫ DφeiSで割ると、すべてのvacuum bubbleを取り除いたものが得
られる。(規格化の意味)

Z[J ] =

∫ DφeiS+iJ ·φ
∫ DφeiS

(29)

qft1-7-9



2点関数(propagator):O(J2)

O(λ0): 自由な (tree levelの) propagator

O(λ) 1-loop のpropagator :

Taylor展開における3次の項(SI + J · φ)3 3 3SIJJから生ずる。

寄与：
i3

3!
× 3 × SI[φ](J · φ)2 =

i3

3!
× 3 ×

(−iλ

4!

)
φ4

iJjφjJkφk (30)

今度は6個の微分が必要。⇐ exp(1
2
∆ij∂i∂j) の展開の3次の項。

従って、求める寄与は

i3

3!
× 3 ×

(−iλ

4!

)
1

3!
×

(
1

2

)3

JjJk∆12∆34∆56∂1∂2 · · · ∂6(φ
4
iφjφk)

(31)

Diagramは次の形:

qft1-7-10



微分の演算は容易だが、若干面倒。
うまい計算の規則⇐ 縮約に関するcombinatiricsの理解

2 縮約のCombinatorics:

相関関数の計算に関する ファインマン規則

combinatoricsのルールが非常に規則的になっていることに起因。

• 二つの場の積の場合:

1

2

δ

δφ
∆

δ

δφ
(φ1φ2) =

1

2

δ

δφi

∆ij(δj1φ2 + φ1δj2)

=
1

2
∆ij(δj1δi2 + δj2δi1)

= ∆12 (s ss ∆ij = ∆ji)

• 2n個の積φ1φ2 · · · φ2nの場合:

1

n!

(
1

2

δ

δφ
∆

δ

δφ

)n

(φ1φ2 · · · φ2n) =
1

n!2n

(
δ

δφ
∆

δ

δφ

)n

(φ1φ2 · · · φ2n)

最初のδ/δφは2n個の異なるφiに働く。
二番目の微分δ/δφは残りの2n − 1のφiに働く。
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これを繰り返す⇒ 微分から生ずる項の数は(2n)!となる。
これと1/2nn!の因子を組み合わせると

(2n)!

2nn!
=

(2n)!!(2n − 1)!!

2nn!
= (2n − 1)!!

この数の理解

Propagatorsの異なる積のcombinationsの数を求める。
1つのφiを選択⇒ これとpairをなすことができるφjの数は2n − 1。
⇒ 2n − 1個の異なるpropagator

のこりの2n − 2個のφの中からまた 1つ選ぶ ⇒⇒ 2n − 3個の異なる
propagatorのchoice

この操作を繰り返す ⇒ n個のpropagatorの(2n − 1)!!通りの異なる積が
得られる。

⇓
次の簡明な公式
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1

n!

(
1

2

δ

δφ
∆

δ

δφ

)n

(φ1φ2 · · · φ2n) =
∑
distinct

∆i1i2∆i3i4 · · · ∆i2n−1i2n (32)

右辺の各項の係数は丁度1: 可能なpropagatorの組み合わせが一回ずつ
実現。

⇒ φiを結ぶ線に一つのpropagatorを対応させることができる。

2 Symmetry factorの勘定 :

上記のルールは、相互作用vertexのように、同一点での場の積を挿入する場合
には修正が必要になる。

例1 φ4: すべて異なる位置の場合には(4 − 1)!! = 3通りのdiagramsが
生成される。これらは次の表式と対応

∆12∆34 + ∆13∆24 + ∆14∆23 (33)
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しかし、すべての位置が同じ場合には、図としては同一になる。
⇒ 因子3が掛かる。

i

×3

例2 φ1φ2φ
4
3: すべての位置が異なれば、(6 − 1)!! = 15個の異なる図

が生成される。実際には独立な図の数は2個。

1 2

3

1 2
3

(a)

(b)

×3

×12

(a) ∆12 と vacuum bubbleからなる。これに掛かる因子は3。
(b) φ1とφ2両方をφ4

3とcontractする仕方は4 × 3 = 12 通り。
併せれば正しく15個の図に対応
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Symmetry factorの勘定:

• まずすべての点が異なるとして生成される図の数を勘定。
• 次に同一点を同定したときの独立な図をすべて描き、それに対
する重複の数を勘定

7.2 連結(connected)グリーン関数に対する生成汎関数W [J ]

グリーン関数に寄与するdiagrams = connected+disconnected

4点関数

connected disconnected

物理的に非自明なダイナミックスを表すのは連結相関関数。
非連結相関関数= 連結なものの組み合わせ
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連結グリーン関数の生成汎関数W [J ]：

iW [J ] ≡
∞∑

n=0

1

n!

∫
d4x1 · · ·

∫
d4xnG(n),c(x1, x2, . . . , xn)

·(iJ(x1))(iJ(x2)) · · · (iJ(xn))

=
∞∑

n=0

1

n!
G

(n),c
i1i2...in

(iJi1)(iJi2) · · · (iJin) (34)

2 Z[J ]とW [J ]の関係 :

1. Combinatoric Method

Z[J ]に寄与する項を連結成分の数で分類。
n個の連結成分を持つ項はW [J ]nから生ずる。
どのW [J ]の因子から来るかは区別しないのでn個のW [J ]の因子の並べ
方の数n!で割らねばならない。
各W [J ]にiをつけるconventionを採用すれば、次の関係を得る：
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Z[J ] =
∑ in

n!
W [J ]n = eiW [J ] (35)

統計物理との対応:

W [J ] ∼Helmholtzの自由エネルギーF (V, T ) V ∼ J , T ∼ ~

注: 場を適当に rescale ⇒ 温度Tはcoupling constantに対応

φ4理論の例： φ = λ−1/2χとおいて作用を書き換えると、

S =
1

λ

∫
d4x

(
1

2
∂µχ∂µχ − m

2
χ2 − 1

4!
χ4

)
(36)

s ss T ∼ ~λ

• 全相関関数と連結相関関数の関係の具体例：

〈φi〉c =
1

Z

δ

δiJi

Z =
δiW

δiJi

=
δW

δJi

(37)
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Zで割ることで、disconnected diagramsを取り除いている。

2点関数

〈φiφj〉 =
1

Z

δ

δiJi

δ

δiJj

Z =
1

Z

δ

δiJi

(
δiW

δiJj

Z

)

=
δ2iW

δiJiδiJj

+
δiW

δiJi

δiW

δiJj

= 〈φiφj〉c + 〈φi〉c〈φj〉c (38)

2. W [J ]の物理的な特徴

W [J ]がconnectedな相関関数の母関数の物理的理解

⇐ cluster decompositionに対する性質

N -点関数を二つのclusterにわけ、それらを space-likeな遠方に引き離す。
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∼

∼

connected

disconnected

Connectedの場合: 長距離のpropagatorが現れる⇒ dampしてゼロになる。

Disconnectedの場合: そこで切れば、 dampしない。

この違いで、connected graphを区別することができる。

⇓
系を有限な箱に入れ、sourceを局所的な supportを持つ二つの部分に分解
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Ω1 Ω2

J1(x) 6= 0, J2(x) = 0 J2(x) 6= 0, J1(x) = 0

J(x) = J1(x) + J2(x)

作用Sが local interactionのみを含むとすると、

S[φ] + J · φ =

∫

Ω1

dnx(L + J1 · φ) +

∫

Ω2

dnx(L + J2 · φ)

+

∫

x /∈Ω1,Ω2

dnxL (Jiに依らない) +境界∂Ωiからの寄与

(39)

Generating functionalは次のように factorize:

Z[J ] = Z1[J1] · Z2[J2] · Z12[J1, J2] (40)

Zi[Ji] =

∫

x∈Ωi

Dφei(S+Ji·φ) , Z12 = 境界 ∂Ωiからの寄与 (41)
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ここで全系を linearに scale upして、無限大volumeにする。
⇒ 境界からの寄与Z12は無視できる。Z = eiWを用いると

W [J ] = W1[J1] + W2[J2] (42)

これをJの巾で展開して連結相関関数を定義。

iW [J ] =
∑ 1

n!

∫
dx1dx2 · · · dxniG(n)

c (x1, . . . , xn)(iJ(x1)) · · · (iJ(xn))

=
∑ 1

n!

∫
dx1 · · · dxpdyp+1 · · · dyn

× iG(n)
c (x1, . . . , xp,yp+1 . . . yn)i

nJ1(x1) · · · J1(xp)

× J2(yp+1) · · · J2(yn)

xi ∈ Ω1 , yj ∈ Ω2

この表式がiW1[J1] + iW2[J2]と分解しなければならない。
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⇒ 二つの sourceが混合した部分はゼロとなる必要あり。

G(n)
c (x1, . . . , xp, yp+1 . . . yn) −→ 0 as min|xi − yj| → ∞ (43)

これはまさしくconnected な相関関数がもつ性質
Disconnected diagramsは これを満たさない。

• 注：これは非摂動論的にも成立する

7.3 1PI グラフに対する生成汎関数=有効作用

• W [J ] ⇔Helmholtzの自由エネルギー F (V , T )

• 有効作用 Γ[Φ] ⇔ Gibbsの自由エネルギーG(P , T )

V ↔ J からP ↔ ΦiへのLegendre変換で得られる。

Φi ≡ δiW

δiJi

=
δW

δJi

= 〈φi〉c in the presence of Ji (44)

(−iΓ[Φ]) ≡ (iJi)Φi − iW ⇒ Γ[Φ] = W − JiΦi (45)
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(44)を逆に解いた式も非常に重要。(45)をΦiで汎関数微分すると、

δ(−iΓ)

δΦi

=
δ(−i(W − JiΦi)

δΦi

= −δiW

δΦi

+
δiJj

δΦi

Φj + iJi

= −δiJj

δΦi

δW

δJj

+
δiJj

δΦi

Φj + iJi (46)

(44)より、第1項と2項はキャンセルするから、

δ(−iΓ)

δΦi

= iJi ⇒ δΓ

δΦi

= −Ji (47)

注: −iΓ, iW, iJのように適当にiをつけたものを基本と考えると、統計
物理との対応が良くなると同時に、符号の規則が系統的になる。

2 Γ[Φ]の意味 :

具体的にΓ[Φ]を計算して、その意味を見る。
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• 2点関数: (47) の左側の式を iJiで微分すると

δij =
δ2(−iΓ)

δiJiδΦj

=
δΦk

δiJi

δ2(−iΓ)

δΦkδΦj

= 〈φiφk〉
δ2(−iΓ)

δΦkδΦj

(48)

従って

δ2(−iΓ)

δΦkδΦj

= 〈φkφj〉−1 (49)

これは inverse propagator、すなわちwave operator を表す。

• 3点関数: (48) をiJ`で微分すると、

0 = 〈φiφkφ`〉〈φkφj〉−1 + 〈φiφk〉〈φ`φm〉 δ3(−iΓ)

δΦmδΦkδΦj

s ss 〈φiφjφk〉 = 〈φiφi′〉〈φjφj′〉〈φkφk′〉 iδ3Γ

δΦi′δΦj′δΦk′
(50)

これは、propagatorの足を取り去った amputated 3-point functionを
表す。
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•この式をさらにiJ`で微分すると、

〈φiφjφkφ`〉 =
δ

δiJ`

(〈φiφi′〉〈φjφj′〉〈φkφk′〉) iδ3Γ

δΦi′δΦj′δΦk′

+〈φiφi′〉〈φjφj′〉〈φkφk′〉〈φ`φ`′〉 iδ4Γ

δΦi′δΦj′δΦk′δΦ`′

1行目の微分⇒ 3つのconnected 3-pt functionsを生み出す
これらはそれぞれ上記の公式 (50)を用いてΓ(3)で書き直せる。

⇓

qft1-7-25



l

+

i(j, k) j(k, i)

k(i, j)

Γijkl

予想: Γ =1粒子線で切って二つに分けられないような
1粒子既約(1-particle-irreducible=1PI)なグラフの総体

Γi1i2...in ≡ iδnΓ

δΦi1δΦi2 · · · δΦin

(51)
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Γ =
i

2
ΦiG

−1
ij Φj − i

∑ 1

n!
Γi1i2...inΦi1Φi2 · · · Φin (52)

2点関数のみ少し例外

Γij ≡ −G−1
ij (53)

2 Tree levelでの作用との比較 :

Tree levelではΓはもともとの作用と一致。

例 Scalar理論 (積分記号を省略)

Γ(0) =
1

2
Φi(∆

−1
F )ijΦj −

∑ 1

n!
λi1i2...inΦi1Φi2 · · · Φin

=
i

2
Φi∆

−1
ij Φj −

∑ 1

n!
λi1i2...inΦi1Φi2 · · · Φin (54)

上記の一般形と比較すると

Γ
(0)
i1i2...in

= −iλi1i2...in (55)
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2 Γの物理的有用性 :

δΓ

δΦi

= −Ji = 0 (56)

外部 sourceをゼロにする条件。⇔ 量子効果も含めた運動方程式

• S行列との関係

7.4 Γ[Φ]が1PI diagramの生成汎関数であることの証明

1PI diagram ⇔ どの1本の line(propagator)を切断してもdiagramは
まだconnected

Effective action Γ[Φ]がこのようなdiagramsの生汎関数になっていることを
以下で示す。(以下では 簡単のためΦの代わりにφと書く。)
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2 Propagatorを切断するtrick:

作用を次のように少しmodify：

Sε =
1

2

∫
dxdyφ(x)φ(y) [K(x, y) + ε] + V (φ) (57)

K(x, y) = wave operator , ε = small parameter (58)

Modified propagator ∆εを次のように定義：∫
dz∆ε(x, z) [K(z, y) + ε] = δ(x − y) (59)

∆εをεの巾で展開

∆ε = ∆ + ε∆(1) + · · · (60)

∆ = K−1 = 通常のpropagator (61)

(59)のεの一次の項は

ε

∫
dz

[
∆(x, z) + ∆(1)(x, z) ∆−1︸︷︷︸

K

(z, y)

]
= 0 (62)
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∆(y, w)を掛けてyで積分
∫

dz∆(x, z)

∫
dy∆(y, w) + ∆(1)(x, w) = 0 (63)

ここでη(x) ≡ ∫
dz∆(x, z)と定義

∆(1)(x, y) = −η(x)η(y) (64)

従って、modified propagatorは次の構造を持つ：

∆ε(x, y) = ∆(x, y) − εη(x)η(y) + O(ε2) (65)

εの一次の項はfactorizeしているので、これをinsertすると、Feynman diagram

の対応する lineが切断される。
s ss 示すべきこと: ∆εを用いて構成したΓε[φ]において、O(ε)で生成
されるdiagramsが依然としてすべてconnectedであること。
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2 Γε[φ]の構成 :

まずZε[J ]をO(ε)まで構成。
作用に付け加えた余分なεに比例する項を考慮すると、

Zε[J ] ≡ eiWε[J ] =

∫
Dφ

(
1 + i

ε

2

∫
dxdyφ(x)φ(y)

)
ei(S+J ·φ) + O(ε2)

=

(
1 + i

ε

2

∫
dxdy

1

i

δ

δJ(x)

1

i

δ

δJ(y)

)
eiW [J ] + · · ·

=

(
1 + i

ε

2

[(∫
dx

δW

δJ(x)

)2

+
1

i

∫
dxdy

δ2W

δJ(x)δJ(y)

])
eiW [J ] + · · ·

従って、

Wε[J ] ' W [J ] +
ε

2

[ ↗(∫
dx δW

δJ(x)

)2

+
1

i

∫
dxdy

δ2W

δJ(x)δJ(y)

]
(66)

O(ε)の第一項はdisconnectされているので、Γに行くと落ちる。
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次にLegendre変換を行う。

• W [J ]がglobal parameter εによっている場合のLegendre変換の性質:

定義より、

Γ[φ] = W [J, ε] −
∫

dxJ(x)φ(x) (67)

φ(x) =
δW [J, ε]

δJ(x)
= ε-dependent (68)

Γ[φ]をεで微分する。左辺にはchain ruleを用いる:

LHS =
∂Γ

∂ε
+

∫
dx

∂φ(x)

∂ε

δΓ

δφ(x)
(69)

RHS =
∂W

∂ε
−

∫
dxJ(x)

∂φ(x)

∂ε
(70)

ここでε = 0とおくと、左辺第二項のδΓ/δφ(x)は−J(x)に等しくなる
から、

∂Γ

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

=
∂W

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

(71)
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⇒ εの一次の項はΓとWで相等しい。従って (66)より

Γε[φ] = Γ[φ] +
ε

2

∫
dxdyφ(x)φ(y) +

ε

2i

∫
dxdy

δ2W

δJ(x)δJ(y)
+ · · ·

(72)

第2項はもともとのactionに加えた項であり、無視してよい。
第3項は sourceがある場合のconnected propagatorを表している。

s ss 一つの内線をcutしても(すなわちO(ε)で)まだconnectedになっ
ている。図示すると、

x y

J

φ

φ

φ

φ

J

φ

φ

φ

φ
J

φ

φ

φ

φ

J

φ

φ

φ

φ

J

φ

φ

φ

φ

従ってΓ[φ]が1PI diagramの generating functionであることが証明された。
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8 λφ4 理論の摂動論

• λφ4理論を例にとり、摂動論を用いた相関関数の計算を述べる。

8.1 繰り込まれた摂動展開

Bare Lagrangian

L1

2
∂µφ0∂µφ0 − 1

2
m2

0φ
2
0 − λ0

4!
φ4

0 (1)

Bareな量: φ0, m0, λ0=量子補正を取り入れる前の(short distanceでの)量。

このLagrangianのquadratic partを０次のLagrangianと考え、λ0
4!

φ4
0項を摂動

として扱うことが考えられるが、この分解は余り有用でない。

理由: 相互作用のために、場のnormalizationや、couplingの大きさが
各次数で変更を受ける。
通常の量子力学の摂動論でも起こる。 (例： 波動関数の再規格化) 。
特に local field theoryの場合は、こうした変更が発散を含むのでやっかい。

⇓
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はじめから、相互作用をいれた結果として正しく規格化されているような
場やcoupling (massも含む）を考え、それを用いて記述するのが便利。

こうした量を繰り込まれた量(renormalized quantities)と呼ぶ。

2 Renormalized Quantities

繰り込まれた (=再規格化された)場 φ を次のように定義。Zは相互作用
によって生ずる効果を現す。

φ0 = Z1/2φ , Z = 1 + δZ (2)

⇒
L =

1

2
Z(∂µφ)2 − 1

2
(m2

0Z)φ2 − 1

4!
(λ0Z

2)φ4 (3)

• 繰り込まれた mass m とcoupling constant λ を次のように同定：

Z = 1 + δZ (4)

m2
0Z = m2 + δm (5)

λ0Z
2 = λ + δλ (6)
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⇒ 繰り込まれた量によるLagrangian

L = L0 + Lλ + Lc (7)

L0 =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 (8)

Lλ =
λ

4!
φ4 (9)

Lc =
1

2
δZ(∂µφ)2 − 1

2
δmφ2 − δλ

4!
φ4 = counter terms (10)

• Lλ 及び Lc を相互作用として扱う。

• 繰り込み可能な理論 : これだけのcounter termsですべての繰り込みが
処理できる。

2 繰り込み条件:

φ, m, λ = 実際の観測量⇒ これらの定義を観測と関係づけた形で定義

• ２点関数、及び４点関数の値を適当な運動量の配位で指定

⇔ 「繰り込み条件」
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そうした条件が満たされるように摂動の各字数で δZ, δmやδλ を調整。

繰り込み条件の選択

よく用いられる３種類の繰り込み条件の指定の仕方：

¨ On-shell繰り込み ： 実際の観測と最も直接的に対応。

G(2)(p)
∣∣∣
p2=m2

=
i

p2 − m2
+ finite (11)

Γ(4)({pi})
∣∣∣ p2

i =m2
∑

i pi=0

= λ (12)

p p

p p1

2 3

4
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より便利な2点関数の繰り込み条件の形

Γ(2)に対するものに書き換える。
G = G(2) =full propagator G0 = tree level propagator

Γ(2) = m2の補正に対応する vertex

⇒ G と Γ(2)の関係図：

G

= +
G0 G0

−iΓ(2)

+ + · · ·

G0

式で表すと

G = G0 + G0(−iΓ(2))G0 + G0(−iΓ(2))G0(−iΓ(2))G0

= G0

(
1 + (−iΓ(2))G0 + · · ·

)
= G0

1

1 + iΓ(2)G0

=
1

G−1
0 + iΓ(2)

=
i

p2 − m2 − Γ(2)
(13)

qft1-8-5



Γ(2)をp2 = m2の周りで展開

Γ(2)(p2) = Γ(2)(m2) + (p2 − m2)
∂Γ(2)

∂p2
(m2) + · · · (14)

すると

G(2)(p) =
i

p2 − m2 − Γ(2)

=
i

p2 − m2 − Γ(2)(m2) − (p2 − m2)∂Γ(2)

∂p2 (m2) + · · ·

' i

p2 − m2
+ finite (15)

⇔

Γ(2)(p2 = m2) = 0 ,
∂Γ(2)

∂p2
(p2 = m2) = 0
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4点関数の繰り込み条件の追加

4個の運動量からなる独立な scalar積pi · pj の数= 4 +
(

4
2

)
= 10

繰り込み条件 (12)はこのうち8個しかfixしない。{
p2

i = m2 , i = 1 ∼ 4

p2
4 = (p1 + p2 + p3)

2 = m2, etc 4 equations
(16)

⇒ 2個の独立量がまだ残っている。

最も便利なMandelstam variablesを用いてこれを確かめる。

s ≡ (p1 + p2)
2 = p2

1 + p2
2 + 2p1 · p2 = 2(m2 + p1 · p2) (17)

t ≡ (p1 + p3)
2 = 2(m2 + p1 · p3) (18)

u ≡ (p1 + p4)
2 = 2(m2 + p1 · p4) (19)

これらの間には

s + t + u = 4m2 (20)

なる関係あり。
⇒ 条件 t = u = 0 ( 従って s = 4m2) をさらに課す。
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¨ 0-momentum 繰り込み ：

BPHZ(Bogoliubov, Parasiuk, Hepp, Zimmerman) 繰り込み処方で使われ
る。繰り込み条件はすべて pi = 0で付ける。
On-shell繰り込み処方とは有限繰り込みで結ばれる。

¨ Euclidean off-shell 繰り込み

Massless粒子が存在する場合: 上記の二つの繰り込み条件では赤外発
散が生ずる。
解決法： 運動量をEuclidean off-shell に解析接続して p2

i = −µ2等の
配位で繰り込み条件をつける。
実験と対応させるためには後で適当な有限繰り込みが必要。
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8.2 Feynman diagramの計算に必要な公式

8.2.1 公式集

(証明は後述)

2 Feynman Parameter 積分公式 :

1

AB
=

∫ 1

0

dx
1

[Ax + B(1 − x)]2

1

ABC
=

∫ 1

0

2ydy

∫ 1

0

dx
1

[Ayx + By(1 − x) + c(1 − y)]3

1

A1A2 · · · AN

= (N − 1)!

∫ 1

0

N∏

i=1

dαi

1

[
∑

i αiAi]
N

δ(1 −
∑

i

αi)

A, B, · · · ∼ p2 − m2 etc.
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2 次元正則化された運動量積分 (in Minkowski space):

η ≡ n

2
, α = 正の整数 (21)

∫
dnk

(2π)n

1

(k2 − ∆)α
=

(−1)αi

(4π)η

Γ(α − η)

Γ(α)
∆−α+η (22)

∫
dnk

(2π)n

k2

(k2 − ∆)α
= η

(−1)α−1i

(4π)η

Γ(α − η − 1)

Γ(α)
∆−α+η+1 (23)

∫
dnk

(2π)n

kµkν

(k2 − ∆)α
=

ηµν

2

(−1)α−1i

(4π)η

Γ(α − η − 1)

Γ(α)
∆−α+η+1 (24)

∫
dnk

(2π)n

(k2)2

(k2 − ∆)α
=

n(n + 2)

2

(−1)α−1i

(4π)η

Γ(α − η − 1)

Γ(α)
∆−α+η+2

(25)∫
dnk

(2π)n

kµ1kµ2kµ3kµ4

(k2 − ∆)α
=

1

4
(ηµ1µ2ηµ3µ4 + ηµ1µ3ηµ2µ4 + ηµ1µ4ηµ2µ3)

×(−1)α−1i

(4π)η

Γ(α − η − 2)

Γ(α)
∆−α+η+2 (26)
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2 Momentum Cut-offによる正則化 (Euclidean) :

∫
d4k

(2π)4

1

k2 − ∆
=

i

16π2

(
−Λ2 + ∆ ln

Λ2

∆

)

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − ∆)2
=

∂

∂∆

∫
d4k

(2π)4

1

k2 − ∆
=

i

16π2

(
ln

Λ2

∆
− 1

)

2 ふたつの方法の比較 :

次元正則化で、ε ≡ 2 − (n/2) (すなわち、n = 4 − 2ε) とおくと、
∫

dnk

(2π)n

1

k2 − ∆
=

i

16π2

[(
1

ε
+ ln 4π − γ + 1

)
∆ − ∆ ln ∆

]

∫
dnk

(2π)n

1

(k2 − ∆)2
=

i

16π2

(
1

ε
+ ln 4π − γ − ln ∆

)

運動量正則化と比較すると、次の対応がある：
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ln Λ2 ↔ 1

ε
+ ln 4π − γ + 1 (27)

注： 次元正則化では二次発散は捉えられないことに注意。

2 Γ 関数とその性質 :

Γ(z) =

∫ ∞

0

dte−ttz−1 (28)

Γ(z + 1) = zΓ(z) (29)

Γ(1) = 1 , Γ(1/2) =
√

π (30)

qft1-8-12



ε ≡ 4 − n

2
¿ 1 , γ = Euler’s constant = 0.5772 · · ·(31)

Γ(ε) =
1

ε
− γ +

1

2

(
γ2 +

π2

6

)
ε + O(ε2) (32)

Γ(ε − 1) = −1

ε
+ (γ − 1) − 1

2

(
γ2 − 2γ +

π2

6

)
ε + O(ε2) (33)

Γ(ε − n) =
(−1)n

n!

[
1

ε
+

(
n∑

k=1

1

k

)
− γ

]
+ O(ε) (34)

8.2.2 公式の導出

2 Feyman Parameter 公式の導出 :

出発点: “proper-time”積分公式：
1

A
=

1

i

∫ ∞

0

dτeiτA , Im A > 0 (35)
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これを各因子1/Aiに対して適用し、最後にδ-function を挿入

1

A1A2 · · · AN

=
1

iN

∫ ∞

0

N∏

i=1

dτi exp

(
i

N∑

i=1

τiAi

)
(36)

=
1

iN

∫ ∞

0

dλ

∫ ∞

0

N∏

i=1

dτi exp

(
i

N∑

i=1

τiAi

)
δ(λ −

∑

i

τi)

(37)

スケール変換をして新変数αiに移る:

τi = λαi (38)

αiはすべて正であり0 ≤ αi ≤ 1であるから、(δ(λ−λ
∑

αi) = 1
λ
δ(1−∑

αi)

を用いて)

1

A1A2 · · · AN

=
1

iN

∫ ∞

0

dλλN

∫ 1

0

N∏

i=1

dαi exp

(
iλ

N∑

i=1

αiAi

)
1

λ
δ(1 −

∑

i

αi)

(39)
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λ積分は次のように実行できる：
∫ ∞

0

dλλN−1eiλB =

(
1

i

∂

∂B

)N−1 ∫ ∞

0

dλeiλB

=

(
1

i

∂

∂B

)N−1 i

B
= (−i)N−1i(−1)N−1(N − 1)!B−N

= iN(N − 1)!B−N (40)

⇒ 基本公式：

1

A1A2 · · · AN

= (N − 1)!

∫ 1

0

N∏

i=1

dαi

1

[
∑

i αiAi]
N

δ(1 −
∑

i

αi) (41)

注: (36)の段階で、運動量の積分はGaussian。これを実行しても得られる。
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2 次元正則化された運動量積分公式の導出 :

基本的積分

J ≡
∫

dnk
1

k2 − ∆
(42)

• 他の積分はこれを∆で微分するか、またはテンソル構造に対する置
き換えをすれば得られる。

(1) k0積分を分離

J =

∫ ∞

−∞
dk0d

n−1k
1

k2
0 − (~k2 + ∆ − iε)

(43)

極は k0 = ±(
√

~k2 + ∆ − iε)にある。
積分は上半平面および下半平面の無限遠の境界で十分に早くdampする
⇒ 積分路を上半平面で閉じるようにして極 k0 = −

√
~k2 + ∆ + iε から

の寄与をひろう。

⇓
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J =
2π

i

1

2

∫
dn−1k

1√
~k2 + ∆ − iε

=
π

i

∫
dΩn−2

∫ ∞

0

ωn−2dω
1√

ω2 + ∆
, (ω2 = ~k2)

∫
dΩn−2 = Sn−2の表面積 =

2π(n−1)/2

Γ((n − 1)/2)
(44)

ω =
√

∆ tとおくと、J は次のように書き換えられる：

J =
π

i

2π(n−1)/2

Γ((n − 1)/2)
∆(n−2)/2

∫ ∞

0

dt
tn−2

√
t2 + 1

(45)

t積分はn < 2のとき収束。この領域で計算して結果を解析接続。
積分を実行するには、t = tan θとおけばよい。

⇓
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∫ ∞

0

dt
tn−2

√
t2 + 1

=

∫ π/2

0

dθ sinn−2 θ cos1−n θ =
1

2
B

(
n − 1

2
,
2 − n

2

)

=
1

2

Γ(η − 1
2
)Γ(1 − η)

Γ(1
2
)

,
(

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

=Euler’s beta

)

これより次の公式を得る：

J =
πη

i
Γ(1 − η)∆η−1 (46)

2 Momentum Cut-off 法の公式の導出 :

基本的積分

J1 ≡
∫

d4k

(2π)4

1

k2 − ∆
, Im ∆ < 0 (47)

k0積分に関する極: k0 = ±
(√

~k2 + ∆ − iε
)

実軸に沿った積分路を反時計回りに回して極に出会わずに虚軸に沿った積
分路にすることができる。⇒ k0 = ik̃0 ⇒ ユークリッド空間での積分
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J1 =

∫
d3k

(2π)4

∫ ∞

−∞
idk̃0

−1

k2
E + ∆

=
1

i

∫
d4kE

(2π)4

1

k2
E + ∆

(48)

角度積分 = 単位球S3の面積 = 2π2

u = k2とおき、u積分にcut offを入れる:

J1 =
1

i

2π2

(2π)4

1

2

∫ Λ2

0

du
u

u + ∆

=
1

i

1

16π2

(
Λ2 − ∆ ln

(
Λ2 + ∆

∆

))

∼ 1

i

1

16π2

(
Λ2 − ∆ ln

Λ2

∆

)
(49)
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2 Pauli-Villarsのregulator 法 :

Pauli and Villars, Rev. Mod. Phys. 21 (1949) 434

質量mの粒子が内線を回るUV発散するグラフ

I(m) =

∫
d4kJ(k, m) (50)

⇒質量mを(large)Miに代えた同じグラフの寄与を適当に重み付けして加
えることにより、有限な積分を定義：

IR(m, {Mi}) = I(m) +
∑

i

CiI(Mi)

=

∫
d4k

(
J(k, m) +

∑

i

CiJ(k, Mi)

)
= finite (51)

Ciを調節してIR(m, {Mi})を有限にする。
最終的にMi → ∞の極限をとる。
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簡単な例

p

p + k

k
このグラフの寄与

I(m) =

∫
d4k

(2π)4

1

k2 − m2

1

(k + p)2 − m2
∼ log divergent

重い粒子が回る寄与を差し引いて有限にする：

IR(m, M) = I(m) − I(M)

=

∫
d4k

(2π)4

(
1

k2 − m2

1

(k + p)2 − m2
− 1

k2 − M2

1

(k + p)2 − M2

)

被積分関数を通分すると

分子 = (k2 − M2)((k + p)2 − M2) − (k2 − m2)((k + p)2 − m2)

= (m2 − M2)(k2 + (k + p)2) − M4 − m4 = O(k2)
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分母は k8で振る舞う⇒ ∫
d4kk2/k8 ∼ ∫

d4k/k6となりUVで収束。

IR(m, M)はM → ∞の極限で ln M2/m2で発散する。
• 発散部分は運動量pに依らない。
• これを取り出すには k = Muと scaleするとよい。
このとき log発散はu2 ∼ m2/M2の領域から生ずる。

8.3 1-Loop レベルでの繰り込み

2 2点関数:

1-loopのdiagram：

p p

k

+ δm − p2δZ

Symmetry factor:

φ1φ2

(−iλ
4!

φ4
3

)
のcontraction ⇒ 4 × 3/4! = 1/2.
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Dimensional regularizationを用いる (n = 4 − 2ε = 2η)

−iM (2) ≡ −iλ

2

∫
dnk

(2π)n

i

k2 − m2 + iε
2次発散

=
−iλ

2
i
(−1)1i

(4π)η

Γ(1 − η)

Γ(1)
(m2)−1+η

= −i
λ

2

1

16π2
(4π)εΓ(ε − 1)(m2)1−ε

= −i
λm2

32π2
(1 + ε ln 4π)

(
−1

ε
+ γ − 1

)
(1 − ε ln m2)

= −i
λm2

32π2

(
−1

ε
+ γ − 1 − ln 4π + ln m2

)
(52)

注： 発散項 1/ε ⇔ momentum cut-offの計算では ln Λ2

Dimensional regularization では 二次発散 ∼ Λ2は見えない.

繰り込み条件:

Γ(2) = M (2) + δm − p2δZ = O((p2 − m2)2) (53)

M (2)は p2に依らない⇒ δZ = 0, δm = −M (2)ととれば満たされる。
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2 1PI 4点関数:

4点のダイアグラム:

s channel −→
p

pp

p1

2

3

4

p+k

k

+t channel +u channel +δλ

symmetry factor

φ1φ2φ3φ4(−iλ/4!)2φ4
5φ

4
6において、φ1 ↔ p1 φ2 ↔ p2 etcとおいて

contractionの数を勘定。
φ1φ2とcontractするvertexのchoice: 2通り (φ4

5 or φ4
6)

これを φ5とすると、
φ1 − φ5: 4通り φ2 − φ5 3通り
同様に、 φ3 − φ6、 φ4 − φ6のcontraction 4 × 3 通り
φ5 − φ6のcontraction: 2通り ⇐ φ2

5φ
2
6

qft1-8-24



2次の摂動であることからくる 1/2! factorと合わせると、

1

2
× 1

4!
× 1

4!
× 4 × 3 × 4 × 3 × 2 × 2 =

1

2
(54)

t, u channelも同様。

1PI s-channel amplitudeの計算: p = p1 + p2, s = p2

−iΓ(4)
s =

(−iλ)2

2

∫
dnk

(2π)n

i

k2 − m2

i

(k + p)2 − m2
≡ (−iλ)2iV (p2)

Feyman parameter 公式

1

AB
=

∫ 1

0

dx

[Ax + B(1 − x)]2

を用い、分母の中身を展開してから kに関して平方完成

V (p2) =
i

2

∫ 1

0

dx

∫
dnk

(2π)n

1

[(k2 − m2)(1 − x) + ((k + p)2 − m2)x]2

=
i

2

∫ 1

0

dx

∫
dnl

(2π)n

1

[l2 + x(1 − x)p2 − m2]2
(l = k + xp)
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∆ ≡ m2 −x(1−x)p2とおいて、dimensional regularization formulaを適用:

V (p2) =
i

2

∫ 1

0

dx

∫
dnl

(2π)n

1

[l2 − ∆]2

=
i

2

∫ 1

0

dx
(−1)2iΓ(2 − η)

(4π)ηΓ(2)
∆−(2−η)

= − 1

32π2

∫ 1

0

dxΓ(ε)(4π)ε∆−ε

= − 1

32π2

∫ 1

0

dx

(
1

ε
− γ + ln 4π − ln(m2 − x(1 − x)p2)

)

t, u channelからの寄与、及びcounter term δλを加える

⇒ 1-loop までの4点関数の表式

Γ(4) = λ + λ2(V (s) + V (t) + V (u)) + δλ (55)

δλは、s = 4m2, t = u = 0での繰り込み条件 Γ(4)(p2
i = m2) = λ で定

まる
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δλ = −λ2(V (4m2) + 2V (0))

=
λ2

32π2

∫ 1

0

dx

(
3

ε
− 3γ + 3 ln 4π − ln(m2 − x(1 − x)4m2) − 2 ln m2

)

2 0-momentum subtractionとの比較 :

δλ,0 ≡0-momentum subtractionでのcounter term

繰り込み条件は s = t = u = 0でつけるから

δλ,0 = −3λ2V (0) = δλ + λ2[V (4m2) − V (0)] (56)

s ss δλと δλ,0は有限繰り込みで結ばれている。
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2 高エネルギーでの振る舞い :

例: Large s behavior

s → ∞の極限で

Γ(4) ∼ λ2

32π2

∫ 1

0

dx ln
m2 − x(1 − x)s

m2 − x(1 − x)4m2

︸ ︷︷ ︸
from δλ

∼ λ2

32π2
ln

s

m2
+ finite (57)

運動量cut-offの方法で計算すると、この対数的振る舞いが、ln(Λ2/m2)に
呼応して出てきていることがわかる。
これは繰り込み群と密接に関係している。
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8.4 BPHZのsubtractiveな繰り込み処方

FΓ =Feynman図Γに対応する振幅

FΓ =

∫
d4k1 · · · d4kmIΓ

IΓ = Feynman rules で定義された integrand

BPHZ schemeの特徴： Integrand に対する操作 IΓ → RΓによって、各
diagram 毎にその 有限部分 FΓ を構成:

finite part of FΓ =

∫
d4k1 · · · d4kmRΓ

IΓ → RΓの操作は counter termsを付けることと同値であることを示すこ
とができる。
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8.4.1 RΓの構成法

2 予備的な定義と例 :

(i) 繰り込み部分 γ: Proper (i.e. 1PI)な dia-

gramsで見かけ上発散するもの(superficially di-

vergent)。すなわち発散次数 d(γ) ≥ 0.

(ii) γ1 とγ2 がdisjoint: γ1 ∩ γ2 = /0 ⇔ 両
者が共通の lineを持たない。

γ γ
1 2

(iii) Overlapping: γ1 ◦γ2: 次がいずれも成
り立たない場合を言う。

γ1 ⊆ γ2 , γ1 ⊇ γ2 , γ1 ∩ γ2 = /0

γ

γ

1

2

(iv) Reduced diagram Γ/ {γ1, . . . , γc}:

{γ1, . . . , γc} = Γのdisjointかつconnectedな部分図。
これらのγjを点に縮約⇒ reduced diagram Γ/ {γ1, . . . , γc}
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(v) Taylor operator tγ
d: 着目しているdiagram γ の外線運動量{pi}に対

して、最初のd + 1次のTaylor展開の項を与える演算子

tγ
df({pi}) = f({pi})|pi=0 + pµ

j

∂

∂pµ
j

f({pi})

∣∣∣∣∣
pi=0

+ · · ·
+

1

d!

∑
pj1ν1 · · · pjdνd

∂d

∂pj1ν1 · · · ∂pjdνd

f({pi})

∣∣∣∣∣
pi=0

tγ
d ≡ 0 if d < 0 , −tγ

d ≡ 1 if γ = /0

(vi) Γ-forest U ∈ U : Uは次の性質を満たすdiagramの
集合

(a) γ ∈ UはΓの繰り込み部分。

(b) 任意の二つの元γ1, γ2 ∈ Uはnon-overlappling。

(c) Uは空集合{/0}であってもよい。

γ γ
1 2

Full forest: UはΓ自体を含む。
Normal forest: UはΓを含まない。

Γ-forests (normal forests):

{γ1} , {γ2} , {γ1, γ2} , {/0}
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2 Bogoliubovの R-operation:

• Bogoliubov: IΓからRΓ を構成する規則を与えた。

• BPH etc. : この処方でFeynman amplitudeの有限部分が定義されるこ
とを証明。

(i) RΓを recursiveに次の様に定義：

RΓ = IΓ +
∑

{γ1,γ2,...,γc}
IΓ/{γ1,γ2,...,γc}

c∏
τ=1

(−tγτ) Rγτ (58)

(ii) Γがsubdiagramとして繰り込み部分を全く含まないときは

RΓ = IΓ

次に RΓ自体を次のように定義：

(iii) Γ自体が繰り込み部分でないならば

RΓ = RΓ
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(iv) Γ自体が繰り込み部分ならば最後に全体の引き算をする：

RΓ = (1 − tΓ)RΓ

例: {γ1, γ2, . . . , γc} としては {γ1} , {γ2} , {γ1, γ2}があるから

γ γ
1 2

RΓ = RΓ = IΓ + IΓ/{γ1} (−tγ1) Iγ1

+IΓ/{γ2} (−tγ2) Iγ2

+IΓ/{γ1,γ2} (−tγ1) Iγ1 (−tγ2) Iγ2

2 Zimmermann’s Forest Formula:

Zimmermann はBogoliubovの公式をより便利な形に書き換えることに成功
した。

RΓ =
∑

U∈U(Γ)

∏

γ∈U

(−tγ) IΓ
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2 例1: :

γ

γ

1

2

Overlapping divergenceがある場合
Renormalization parts: γ1, γ2, Γ

Γ-forests: {γ1} , {γ2} , {Γ} , {Γ, γ1} , {Γ, γ2} , {/0}
{γ1, γ2}は許されないことに注意。

RΓ =
(
1 − tγ1 − tγ2 − tΓ + tΓtγ1 + tΓtγ2

)
IΓ

=
(
1 − tΓ

)
(1 − tγ1 − tγ2) IΓ
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例2:
γ γ

1 2

Renormalization parts: γ1, γ2

Γ-forests: {γ1} , {γ2} , {γ1, γ2} , {/0}
RΓ = (1 − tγ1 − tγ2 + tγ1tγ2) IΓ

= (1 − tγ1) (1 − tγ2) IΓ

2 Forest formula の導出 :

基本的には R-operationの公式における和の rearrangement

R operation: 全体の subtranctionは特別に扱われている

⇒ Zimmermannの RΓ公式中のU(Γ)(すべてのΓ-forestの集合)をU(Γ)( Γ

自体を含まない normal forestの集合)に置き換えたものとしてSΓを定義：

SΓ ≡
∑

U∈U(Γ)

∏

γ∈U

(−tγ) IΓ
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各 normal forest U ∈ U(Γ) に対して、
maximal set of elements{γ1, γ2, . . . , γc}

≡ 互いにdisjointである renormalization partsの集合
を identifyすることができる。

Γ
γ

γ

γ

γ

1

2

3

c

⇒ Renormalization partsの和の取り方を、次のように組み替える：
(i) まず各 γτ の中のpartsを加える
(ii)次に可能なすべてのmaximal sets {γ1, γ2, . . . , γc}について足し挙げる
これを式に表すと (“1”は empty forestの寄与 )

∑

U∈U(Γ)

∏

γ∈U

(−tγ) = 1 +
∑

{γ1,γ2,...,γc}

c∏
τ=1



(−tγτ)


 ∑

Uτ∈U(γτ )

∏

λτ∈Uτ

(−tλτ
)
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このoperatorを被積分関数

IΓ = IΓ/{γ1,γ2,...,γc}

[
c∏

τ=1

Iγτ

]

に働かせる。
赤で表示した部分は併せてSγτを与えるから、

SΓ = IΓ +
∑

{γ1,γ2,...,γc}
IΓ/{γ1,γ2,...,γc}

c∏
τ=1

(−tγτ)Sγτ

これは RΓの定義式に他ならない⇒ SΓ = RΓ

• Γ が renormalization part でないとき: RΓ = RΓ ⇒ Zimmermannの
公式

• Γが renormalization partのとき: full forestに対する和= normal forests

と Γ を normal forestsに加えたもののunion

RΓ =
(
1 − tΓ

)
RΓ

=
∑

U∈U(Γ)

(
1 − tΓ

) ∏

γ∈U

(−tγ) IΓ =
∑

U∈U(Γ)

∏

γ∈U

(−tγ) IΓ //
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8.5 2-Loop レベルでの繰り込み

2 2点関数 :

グラフは、次の式のcontractionから生じ、２種類ある：
1

2
φ1φ2

(−iλ

4!
φ4

3

) (−iλ

4!
φ4

4

)
(59)

p p

k

l

(A)

p p

(B)

k

l

γ2

1γ

1γ

γ2

k+p-l

Type (A): 1と2を直接contractする場合。
Symmetry factorは、1-2をどちらのvertexとcontractするか、このvertexの4

legsと1-2のcontraction,また残りの２本の legsともう一方のvertexの４本の
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legとのcontractionの仕方、を考えると容易に
1

2
× 1

4!
× 1

4!
× 4 × 3 × 4 × 3 × 2 =

1

4
(60)

このグラフに対するcounter termsは次の3種類：

+ +

はじめの二つのグラフの symmetry factorは1-loopの場合とおなじであるか
ら、各々 1/2.

Type (B): 1-3-4-2 または 1-4-3-2 の2通りの contractionがある。前者に
注目すると

1-3 のcontraction 4通り
2-4 のcontraction 4通り
3-4 のcontraction 3! = 6通り

全体の factorは

(−iλ)2 × 1

2
× 1

4!
× 1

4!
× 4 × 4 × 6 × 2 =

(−iλ)2

6
(61)
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これに対するcounter graphsは、type Aに対する第1および第3 graphsと同
じもの（共通）

2 BPHZ subtraction schemeとの比較 :

BPHZ scheme:

renormalization part: γ1, γ2, Γ

Γ-forest: {φ}, {γ1}, {γ2}, {Γ}, {γ1, Γ},{γ2, Γ}
Zimmermann’s formula

RΓ = (1 − tΓ)(1 − tγ1 − tγ2)IΓ (62)

⇔上部と下部の4点部分の発散を引いて、しかる後に残りの全体の発散を
引く。
注: 上部、下部の発散はあくまでもこのグラフの発散部分であって、1-loop

のcounter termを引いているのではない。
BPHZ scheme ではあくまでも一つ一つのグラフを有限にする操作を行う。
その操作の総体が結果として counter termの論理で引き算するものと同じ
になっている
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具体的計算 (type (B))：

AΓ =
(−iλ)2

6
i3IΓ (63)

IΓ =
1

k2 − m2

1

l2 − m2

1

(k + p − l)2 − m2
(64)

tγ1IΓ =
1

k2 − m2

1

k2 − m2

1

l2 − m2
= indep of p (65)

tγ2IΓ =
1

k2 − m2

1

l2 − m2

1

l2 − m2
= indep of p (66)

Overall subtractionは、見かけ上の発散の次数が2であるので、Taylor展開の
最初の2項を引けばよい。

∂

∂pµ

1

(k + p − l)2 − m2

∣∣∣∣
p=0

= − 2(k − l)µ

((k − l)2 − m2)2
(67)
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これより

(1 − tΓ)IΓ =
1

k2 − m2

1

l2 − m2

(
1

(k + p − l)2 − m2

− 1

(k − l)2 − m2
+

2(k − l) · p

((k − l)2 − m2)2

)
(68)

2 4点関数 :

2-loop 4点関数は次の表式のcontractionから生ずる：

1

3!
φ1φ2φ3φ4

(−iλ

4!
φ4

5

) (−iλ

4!
φ4

6

) (−iλ

4!
φ4

7

)
(69)

Diagramとしては次の２種類のタイプがgenerateされる。
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(A)

1

2

5

6

7

3

4

(B)

1

2

5

6

7

3

4

数字は“s-channel”を与えるうちの一つのcontractionを表している。

Type (A) Symmetry factorの勘定：

1,2がどのvertexとcontract するか 3通り
3,4がどのvertexとcontract するか 2通り
1と5のcontraction 4通り
2と5のcontraction 3通り
3と7のcontraction 4通り
4と7のcontraction 3通り
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5の残りの足のうちの１つと6のcontraction 4通り　
5のもう一つの足と6のcontraction 3通り
6と7のcontraction 2通り

従って全体の symmetry factorは

1

3!
×

(
1

4!

)3

× 3! × 4!

2
× 4!

2
× 4! =

1

4
(70)

Type (B)

Symmetry factorの勘定: 外線の番号を決めたときには1/4を得る。
しかし、このdiagramの場合は左右が非対称なので、外線の番号の決め方
が type Bに比べて2倍あることに注意。

Counter termより生ずる2つの1-loopグラフ: symmetry factorは各々 1/4.

• 実際の 2-loopの計算は込み入っているので省略する。
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